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Tiivistelma

Jorma Leinonen

Matematiikan ymmartimisesti. Kisitteistd kdytintoon
Kasvatustieteiden tiedekunta

Lapin yliopisto, Rovaniemi

Peruskoulun opetuksen keskeisiin yleistavoitteisiin ovat 1970-luvulta lihtien kuulu-
neet ajattelutaitojen ja ymmirtimisen kehittiminen. Tamin tutkimuksen pditarkoitus
on selvittdd ymmirtimisen luonnetta ja tehtdvii matematiikan oppimisessa. Ymmirta-
minen ei ole mikdin joko/tai -asia, vaan kisite, jolla on useita merkityksia ja tehtivid
eri konteksteissa. Englannin kielessa on kaksi sanaa verbille ymmirtai: comprehend
ja understand. Niitd voidaan pitdi lihes synonyymeini. Edellinen viittaa prosessiin
ja prosessin tulokseen, jalkimmainen vain prosessin tulokseen. Suomen kielessd ym-
mirtiminen onkin nahtivd dualistisena, koska vastaavaa sanaparia on vaikea loytad
kielestamme.

Tiama tutkimus on artikkelivaitoskirja, joka perustuu viiteen referoituun artikkeliin.
Kysymyksessd on toimintatutkimus, joka antaa kolmenlaista tietoa: menetelmitietoa,
tietoa aiheesta ja tietoa tuotteesta. Toimintatutkimus sallii monipuolisen menetelmi-
valikoiman. Tissd tutkimuksessa on kiytetty systemaattista analyysid, kvantitatiivista
menetelmad, diskurssianalyysid ja fenomenografiaa. Systemaattisen analyysin tulokse-
na syntyi mielekkdin oppimisen malli. Empiirisia menetelmii kiytettiin mallin kehit-
timiseen ja koetteluun.

Tutkimuksen kolme piikysymysti ovat: 1) Miki on kisitteiden asema ymmirti-
misessd? 2) Mikd on kysymysten tehtivd mielekkaidssa oppimisessa? 3) Mitd tehtivia
ymmartamiselld on mielekkaissa oppimisessa? Yleiskisite, kisite tai yleistys on ajatte-
lun ja ymmairtimisen perustekija. Tassa tyossi kisitteelld tarkoitetaan realismin mukai-
sesti tietoisuutta attribuutista. Kisitteilld voidaan saada ideat ja asiat kisiin, jolloin ne
tulevat ymmirretyiksi. Ajatusten vaihto, opettaminen ja keskustelu edellyttavit, etta
kisitteilld on julkinen ja henkilokohtainen ulottuvuus. Toimintatutkimuksen mukai-
sesti kehitettiin ja kokeiltiin keinoja, miten ymmartimistd voidaan arvioida. Lisiksi
kokeiltiin, miten sopivilla kysymyksilld voidaan fokusoida oppijan tarkkaavaisuutta ja
virittad paittelyd, joka kehittdd faktojen, kisitteiden ja periaatteiden ymmirtamista.
Tutkimuksessa havaittiin, ettd toiminnallisten periaatteiden ja siintojen pohdiskelut
kehittivit my6s laskutaitoa.

Mielekkdin oppimisen malli on vastaus kolmanteen kysymykseen ja se on timin
tutkimuksen pédtulos. Mallin produktiivista toimintaa yllipitdd kestomuistin tieto-
jarjestelmin ja tydmuistin kognitiivisten prosessien vuorovaikutus, joka tuottaa uutta
tietoa ja kehittdi ajattelutaitoja. Vuorovaikutus perustuu kisitteiden ja ymmartimisen
dualistiseen luonteeseen. Mallin mukaan oppiminen ilman taustatietoa eli kisitteellista
ymmartimista on mahdotonta, koska ajattelu perustuu aiemmin hankittuun tietoon.
Kisitteellisen tiedon lisaksi ymmartimiselld on mallissa kolme muuta muotoa: tul-
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kinta, synteesi ja akkommodaatio, jotka toimivat tyomuistissa. Ajattelun ja oppimisen
ydinprosessit operoivat paittelykeskuksessa, jossa tuotetaan uutta tietoa tulkinnan,
ongelmanratkaisun ja todistamisen avulla.

Avainsanat: kisite, tieto, ymmartiminen, mielekds oppiminen
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Abstract

Jorma Leinonen

On Understanding Mathematics, From Concepts to Practice
Faculty of Education

University of Lapland

Rovaniemi, Finland

From the beginning, the primary goals of comprehensive school curriculum have been
to develop thinking skills and understanding. The main purpose of this research was
to find out the nature and function of understanding in mathematics learning. Under-
standing, however, is not an on/off system, but a concept that has several meanings
and functions in different contexts. In English there are two verbs which are almost
synonymous: to understand and to comprehend. Comprehend seems to imply a men-
tal process and understand connotes more the result of such a process. In Finnish the
word "ymmirtii” seems to be dualistic, because we don’t have a corresponding word
pair in our language.

This research is an article dissertation based on five refered articles. It is a teacher
research that provides three types of information: methods of knowledge, information
about subject and information about product. A teacher research allows a versatile set
of methods. Systematic analysis, quantitative method, discourse analysis and phenom-
enography have been used. As a result of the systematic analysis, a meaningful learning
model was developed. Empirical methods were used to develop and to investigate the
model.

In the study there were three main questions: 1) How are the general concepts re-
lated to understanding? 2) What is the role of questions in meningful learning? 3)
What are the functions of understanding in meaningful learning? The term concept
can also be called the general concept or the generalization and it is the base factor of
thinking and understanding. In this work the term concept refers to conciousness of
an attribute according to realism. With concepts we can grasp of ideas and become
understandable. Communication and teaching require, that the concepts have public
and private dimensions. Tools to evaluate and promote understanding were developed
and investigated according to a teacher research. Furthermore it was investigated how
we can focus a learner’s attention and stimulate reasoning to develop understanding of
facts, concepts and principles. It was found that pondering of functional principles and
rules promoted also calculating skills.

The model of meaningful learning is the answer to the third question and it is the
main result of this study. The productive processes in the model are maintained by
the interaction between knowledge system in the permanent memory and cognitive
processes in the working memory. It generates new knowledge and developes thinking
skills. This is also a clear indication of the dualistic nature of understanding in learning
process. According to this model, learning without conceptual understanding is impos-
sible, because our thinking is based on prior knowledge. In addition to the conceptual
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knowledge there are three other modes of understanding in the model: interpretation,
synthesis and accommodation. They refer to acts of comprehension and are operating
in the working memory. The main activities of reasoning and learning are operating

in the reasoning module producing new information through pondering, problem
solving and proof proving.

Keywords: concept, knowledge, understanding, meaningful learning
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Esipuhe

Kiinnostukseni matematiikan ymmartimisen problematiikkaan ulottuu jo alakouluai-
koihin. Ihmettelin, miksi toiset oppilaat menestyivit matematiikan kokeissa paremmin
kuin toiset, vaikka meilld oli samat oppikirjat, sama opettaja ja samanlainen kotitausta.
Asiajii pitkaksi aikaa unohduksiin, mutta parikymmenti vuotta sitten Tampereen ain-
edidaktiikan seminaarissa oppimiseron ongelma tuli uudelleen esille. Sielld professori
Erkki Pehkonen otti puhecksi, ettd matematiikan ymmartimisen tutkimuksessa olisi
paljon tehtavai. Paitin lihted selvittimain asiaa, ja siitd kehkeytyi lopulta tima kirja.

En lakkaa kiittiméstd Oulun ja Lapin yliopiston henkilokuntaa siitd tuesta ja oh-
jauksesta, jota olen saanut tutkimustoissini. Kiitokset professori Jorma Kankaalle
tieteellisen tyon perusopeista, joita sain hinen kosmisen fysiikan tutkimusryhmis-
sian Oulun yliopistossa. Tultuani ainedidaktiikan lehtoriksi Lapin yliopistoon alkoi
kiinnostukseni tyoni vuoksi siirtyd kasvatustieteisiin. Kiitan professori Juhani Jussilaa
niistd kirjoista ja kirjallisuusvihjeistd, joilla hian ohjasi minua kasvatustieteelliseen
tutkimukseen. Hin luki kisikirjoituksiani ja antoi arvokkaita neuvoja ensimmiisten
kasvatustieteen artikkelieni kirjoittamisessa. Professori Kari E. Nurmea kiitin neu-
voista ja kirjallisuudesta, joiden avulla paisin tavoittelemaan systemaattisen analyysin
ajatusmaailmaa. Kielitaidollaan hin auttoi minua tarkistamaan muutamia kiinnostavia
latinankielisia keskiajan teksteja. Edesmennyt professori Juhani Puro oli uupumaton
kisikirjoitusten kommentoija ja monenlaisten ideoiden mestari, joista tuskin osasin
sithen aikaan kyllin kiittaa. Helsingin yliopiston tutkimusryhmilld on muutenkin ollut
tarked rooli tutkimusten eri vaiheissa, ja vield aivan viime metreilld vaitoskirjan kanssa
sain merkittavaa tukea dekaani Markku Hannulalta.

Erityiskiitokset menevit tietysti tyoni virallisille ohjaajille. Professori Erkki Pehko-
nen on ollut aivan vasymiton ohjaaja ja kuuntelija. Lapin yliopistossa olen aina voinut
kddntyi toisen ohjaajan professori Raimo Rajalan puoleen ja saanut hineltd hyvia neu-
voja tydssani ilmenneisiin ongelmiin. Kiitin myos professori Kyosti Kurtakkoa lukui-
sista kahdenkeskisistd keskusteluista, jotka edistivit tieteellisen ajatteluni kehittymista.
Olen kiitollinen professori Kaarina Miitin kannustavasta suhtautumisesta tyotani
kohtaan. Professori Piivi Naskalia saan kiittdd monista kiinnostavista keskustelutuo-
kioista, jotka herittivit minut katselemaan asioita uusista nakokulmista. Dekaani Tuija
Turunen saa kiitokseni siitd tuesta, avusta ja neuvoista, jota olen hinelta saanut kirjan
viimeistelyssa.

Helsingin tutkijaryhmisti professori Maija Ahteeta saan kiittad ohjeista, joiden
avulla opin paremmin selviytymiin tutkimukseni monissa kdanteissa. Professori Kaar-
le Kurki-Suonio tarjosi auliisti neuvoja kohtaamistani ongelmista selviytymiseen, kii-
tin my0s hintd. Keskustelut KT Rauno Koskisen kanssa ansaitsevat myds kiitokseni.
Raunon asiantuntemus ja huolella harkitut sanat johdattivat minut syvillisemmin ym-
mirtimisen maailmaan. KT Liisa Naverid saan kiittdd monista keskustelutuokioista,
joissa vaihdoimme ajatuksia. Erityiskiitokseni kuuluvat tyoni virallisille esitarkastajille
professori Markku Hannulalle ja professori Veli-Matti Virrille heidan arvokkaista pa-
lautteistaan. He ovat nihneet tyoni kanssa paljon vaivaa ja antaneet selkeitd ohjeita
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puutteiden korjaamiseen. Olen parhaani mukaan pyrkinyt ottamaan ne huomioon
tekstid korjatessani.

Filosofi Toivo Salonen ansaitsee kiitokseni niistd lukuisista kursseista ja keskusteluis-
ta, joissa sain tutustua filosofiseen ajattelutapaan. Limpimit kiitokseni saa myos KL
Anne Kontsas siitd yhteistyosti, joka tuotti artikkelin Kasvatuslehteen. Edelleen lau-
sun kiitokseni opettajatovereilleni ystavillisestd ja avuliaasta yhteistyostd. Merkittavind
tyotovereina mieleeni ovat jadneet lehtorit Seija Tuovila, Pdivi Linnansaari, Tuomo Su-
honen, Marko Karhu ja Antti Kursu. Heiddn kanssaan oli helppo tulla juttuun, ja heiltd
sai tarvittaessa monenlaista apua ja tukea. Kirjastoon ja kasvatustieteiden tiedekunnan
hallintohenkilokunnalle menevit my6s kiitokseni avuliaisuudesta. Hallinnosta mai-
nittakoon Raija Lunnas, Kyllikki Auranen, Helena Juntunen, Pia Satta ja Anne Autti.
Ilman julkaisukoordinaattori Paula Kassisen ja hinen tiiminsi tehokasta tyotd tdima
kirja tuskin olisi valmistunut ajoissa, kiitokset heille.

Lisiksi lausun kiitokseni Michael Hurdille ja Stefanie Lavanille englanninkielisten
artikkelien kieliasun tarkistamisesta. Kiitokset kuuluvat my6s Lapin yliopistolle tut-
kimukseeni my6nnetystid apurahasta samoin kuin Kasvatustieteiden tiedekunnalle
matka-apurahoista konferenssimatkoille.

Kiitokset ystavilleni, jotka ovat pysyneet ystivini, vaikka ajatukseni ovat pyérineet
timin tyon parissa vuosikausia. Samoin kiitin perheen nuorta viked Sannaa ja Jukkaa
perheineen heidin tydtini kohtaan osoittamastaan avusta ja tuesta. Lopuksi erityiskii-
tos vaimolleni Eevalle kirjoitusasujen tarkistamisesta, atk-avusta ja muusta tuesta.

Rovaniemelli 16.04.2018

Jorma Leinonen
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1 Johdanto

Koululaitoksessamme elettiin suurten murrosten aikaa 1970-luvun alussa, kun siirryt-
tiin peruskouluun. Matematiikan opetuksessa kokeiltiin joukko-oppia, siitd kuitenkin
luovuttiin nopeasti (back to basics). Mydshemmin, 1980-luvulla, alettiin tietimisen
sijasta kiinnittdd huomiota joustaviin ajattelutaitoihin (ks. esim. Marzano 2001). Ny-
kyisissd opetussuunnitelmissa se nikyy mm. tavoitteena kehittaa oppilaan tietotaitoja,
luovuutta ja ongelmanratkaisutaitoja. Tillaisilla taidoilla on kysyntii jatkuvasti muut-
tuvassa yhteiskunnassamme.

Kansainvalisten tutkimusten mukaan Suomen 15-vuotiaat koululaiset ovat timin
vuosituhannen alussa olleet kirkip4dssd matematiikan tiedoissa ja taidoissa. Viime vuo-
sina tehdyissa kansallisissa ja kansainvilisissi koulusaavutustesteissi on havaittu mate-
maattisten taitojen heikkenemisti (Hirvonen 2012; Rautopohja 2013: Vilijirvi 2014;
OECD 2016). Vaikka menestys on ollut laskusuunnassa, ovat suomalaiset kuitenkin
olleet vuoden 2016 mittausten mukaan sijalla 13 kaikkiaan 73 maan joukossa (OECD
emt.). Joiltakin osin opetussuunnitelman tavoitteet ovat jaineet saavuttamatta. Esi-
merkiksi matematiikassa nykyisin jopa ylioppilailla on vakavia puutteita jakolaskuissa
ja jakoalgoritmin ymmirtimisessa (Laine ym. 2004, Merenluoto & Pehkonen 2004,
Leinonen & Pehkonen 2009, Kaasila ym. 2010). Ovatko tavoitteiden saavuttamisen
esteeni liiallinen kiire, opetusmenetelmien puutteet tai kisitteelliset epaselvyydet?

1.1 Ymmartaminen matematiikan opetuksessa

Peruskoulun opetuksen kiistattomiin yleistavoitteisiin ovat alusta alkaen kuuluneet
ajattelutaitojen ja ymmirtimisen kehittiminen (Komiteanmietintd 1970). Matema-
tilkan opetuksen yleistavoitteisiin (Opetushallitus 2014, 374) on kirjoitettu seuraavaa:

Matematiikan opetuksen tehtivini on kehittii oppilaiden loogista, tismillisti
ja luovaa matemaattista ajattelua. Opetus luo pohjan matemaattisten kdisitteiden
Jja rakenteiden ymmartimiselle seki kebittii oppilaiden kykydi kisitelli tietoa ja
ratkaista ongelmia.

Tavoitteiden mukaan koulun tulee edistid loogista luovaa ajattelua, kisitteiden ym-
mirtimisti sekid ongelmanratkaisutaitoja. Myohemmin ymmirtiminen toistuu tavan
takaa myos osatavoitteissa. Ajattelua on vaikea tutkia, koska siihen ei loydy Fodorin
(2001, 8) mukaan teoriaa. Joutsenlahti (2005, 50) etsi matemaattiselle ajattelulle
miiritelmii, mutta joutui Sternbergiin (1996) vedoten toteamaan, etti ajattelun kuva-
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uksista ei loytynyt yhteisid elementteja. Niinpa tutkittavaksi valitaankin usein sellaisia
ajattelun nikokulmia tai osa-alueita kuten muisti, uskomukset, informaation kasittely
tai ongelmanratkaisu. Mentaaliset prosessit ja representaatiot ovat tissd tyossi keskeisid
tekijoita.

Ymmirtiminen kuuluu niihin laajasti kdytettyihin yleiskasitteisiin, joiden sisallon
miiriceavit lihikisitteet kulloisessakin ympiristossa kuten lingvistiikassa, psykologias-
sa, sosiologiassa, hermenecutiikassa, tietoteoriassa tai arkielimin vaihtelevissa tilanteis-
sa (von Wright 1971). Juuri laaja-alaisuus on osoituksena siité, kuinka tirkedsti asiasta
on kysymys. Toisaalta ymmirtimisen kisitteen moniulotteisuus vaikeuttaa sen kiyttod
taustateoriana. Niitd haittoja on pyritty vihentimain tarkentamalla kyseistd kasitetta
tasmentavilla analyyseilla ja méiritelmilla. Yksi tunnetuimmista ymmartimiseen tu-
keutuvista suuntauksista oppimisessa on LW U-traditio, jonka syntyi puoli vuosisataa
sitten (Koskinen 2016). Lyhenne tulee sanoista learning with understanding’. Se voi
kuitenkin saada lukijan himmennyksiin; mita kaikkea se voikaan merkiti. Monet tut-
kijat ovat Wittrockin (1974) tavoin rajanneet LW U:n koskemaan vain kognitiivisia
toimintoja kuten tiedon vastaanottoa, kisittelyd, taltiointia ja kiyttod jittden pois
affektiivisen ja konatiivisen aspektin. Amerikkalaisessa opetussuunnitelmassa LWU
on tiedonrakentamista kokemusten ja ennakkotietojen varassa: "Students must learn
mathematics with understanding, actively building knowledge from experience and
prior knowledge” (NCTM 2000, 20).

Oppimisteorioissa ja -malleissa ymmartimista tarkastellaan usein kolmesta eri niko-
kulmasta: tiedollinen tila, prosessi ja resurssi. Ymmartamisen tila tarkoittaa koherentin
tietojdrjestelmidn omaamista. Se on tavoite, johon pyritain. Prosessi puolestaan on
kuvaus, kuinka tavoite saavutetaan ja miten tietojirjestelma kehittyy. Ymmartimisen
resurssilla tarkoitetaan niité tietotaitoja, joita yksilo kéyttdd toiminnoissaan.

Erids tunnetuimmista oppimispsykologian perinteistd on ‘merkityksekkain oppimi-
sen’ (meaningful learning) nimei kantava idea, jonka Brownell (1935) kiynnisti vajaat
sata vuotta sitten. Tamin avaintermistd ‘'meaning’ kiytetdan kirjallisuudessa kaannosta
‘merkitys. Merkitykselld on kisitteellisen laaja-alaisuutensa vuoksi samat hyodyt ja
haitat kuin ymmirtimiselld. Ausubel tarkoittaa merkityksekkailld oppimisella sym-
bolisesti esitetyn idean liittdmistd yksilon aiemmin hankkimaan tietojirjestelmiin
(Ausubel & Robinson 1973). Suomenkiclisessi kirjallisuudessa kiytetain kiinnostd
‘mielekids oppiminen’, joka assosioi my6s affektiot oppimiskokemukseen selkeimmin
kuin sanapari ‘merkityksekis oppiminen’

Ymmirtamalla oppimista ja mielekdstd oppimista voidaan pitaa melkeinpa synonyy-
meina, mutta vahintainkin niilld on leikkaus, silla molemmilla on yhteisend avainte-
kijina merkitys. Ymmartiminen voi kohdistua referentiaalisiin tai kontekstuaalisiin
merkityksiin. Deweyn (1998/1910, 132) mukaan merkityksen tietiminen saa aikaan
ymmirtimisen, mutta hermeneutiikassa kiy piinvastoin, kun ymmirrys tuottaa merki-
tyksen (Kusch 1986). Tissd tydssd ymmirtimisen moninaisuutta on hyddynnetty niin,
ettd sanan merkitysvalikoimasta on poimittu oppimisen kannalta tirkeimpid ja niista
on tehty oppimista jisentivi kehys. Tulosta kutsutaan mielekkiin oppimisen malliksi,
vaikkakin siitd on jitetty pois Ausubelin (1968) mallin affektiivinen ulottuvuus.
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1.2 Tutkimuksen eteneminen

Titd tutkimusta motivoi aluksi uteliaisuus siitd, miksi toiset ymmirtivit ja oppivat
matematiikkaa paremmin kuin toiset. Aihe oli tirked minulle, kun halusin kehittaa
omia matematiikan kurssejani Lapin yliopiston luokanopettajalinjalla. Kun tormisin
aikakausilehti Psykologia artikkeliin ”Voivatko ihmiset ymmirtii toisiaan” (Pert-
tula 1997), alkoi aiheen problemaattisuus paljastua. Selvittiessian ymmirtimisen
edellytyksid Perttula (emt.) péityy ajattelun episteemisten ja ontologisten chtojen
selvittelyyn.

Kirjallisuuden kautta saatu tieto jitti avoimeksi monia kysymyksid, jotka kaipasivat
rinnalle empiiristd selvitystd, ja tyd muuttui oman ty6n kehittamistutkimukseksi. Olen
kiynyt esittelemissa tutkimuksieni eri vaiheita kotimaisissa ja ulkomaisissa seminaa-
reissa. Niistd saatu palaute on edistinyt tyotini merkittavasti. Kahdeksan artikkelia
on julkaistu esitelmieni pohjalta konferenssijulkaisuissa. Ensimmadisen version mie-
lekkdin oppimisen mallista esittelin Jenan ProMath-konferenssissa (10.—12.9.2010),
ja mallin viimeisin kehitelmai julkaistaan Budapestin ProMath-konferenssin tuloksissa
(Leinonen 2018). Lisiksi olen kirjoittanut artikkeleita Kasvatus- ja Aikuiskasvatusleh-
teen. Artikkeleista kolme on tehty yhteisjulkaisuna. Tama viitoskirja on rakennettu
kaikkiaan 12:n artikkelin virittimana, ja viisi niista valikoitui tahin yhteenvetoon.

Tutkimus kaynnistyi tutkimuskentin kartoituksella ja kisitteen “ymmirtiminen”
analyysilld. Aluksi oli tarkoitus selvittdd, [oytyisiko kasitteelle sopivaa mairitelmaa.
Niytti siltd, ettd sana 'ymmartiminen’ oli yleinen oppimista kisittelevissi kirjallisuu-
dessa. Suoranaista ymmartimisen tutkimusta tai sitd sivuavaa kotimaista ja ulkomaista
tutkimusta loytyi runsaasti. Osoittautui kuitenkin, ettd ymmartimisen maaritelmat oli-
vat kovin kapea-alaisia tai ne olivat epamairiisid kuvailuja. Ymmaértiminen néytti aina
liittyvin tavalla tai toisella kisitteisiin, tietoon ja ajatteluun, joista sittemmin tuli aiheen
padelementtejd. Tutkimuksen empiirisen osion tehtivini oli selvittda ymmartimisen
roolia opiskeljjoille heidin matematiikan perusopinnoissaan, joihin sisiltyivit muun
muassa peruslaskutoimitukset ja prosenttilasku. Luennot ja pienryhmiohjaus kuuluivat
opintoihin, ja niihin tuli jokaisen opiskelijan osallistua. Lapin yliopiston luokanopetta-
jalinjan opiskelijoille tarjottiin kaksi vaihtoehtoa matematiikan kurssin suorittamiseen.
Toisen ohjelman mukaan opiskelijat suorittivat opintonsa perinteisen tavan mukaan
tentteineen. Toinen tapa oli kirjoittaa paivikirjaa kurssin etenemisestd, ja kunkin viikon
osuus tuli palauttaa opettajalle viimeistan viikon kuluttua. Kerityn aineiston pohjalta
padteltiin, millaisia orientaatioita opiskelijoilla oli matematiikan opinnoissa ja lisksi
miten kysymyksilld voidaan edistdd ymmirtimiseen tihtddvii oppimista. Ymmartimi-
seen pyrkivin opiskelutavan ja laskutaitojen kehittymisen vilistd yhteyttd selvitettiin
kvasiempiiriselld tutkimusmenetelmilld. Tutkimus eteni vaiheittain ja limittdinkin
siten, ettd empiirinen ja teoreettinen tyd tiydensivit toisiaan. Teoreettinen tutkimus
tehtiin systemaattisella analyysilld ja empiiriseen ty6hon kaytettiin mixed-menetelmia.
Tutkimus paittyy synteesiin, jonka tulos on esitetty vastauksena tutkimuskysymyksiin.

Tama vaitoskirja koostuu kuudesta piiluvusta. Johdannon jilkeen tulee kahden
luvun mittainen kirjallisuusosuus, jossa kartoitetaan, mitd tistd aiheesta on aiemmin
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kirjoitettu. Ensin tarkastellaan ymmairtimisen, matemaattisen ajattelun ja oppimisen
lahikasitteitd: kisite, merkitys ja tieto. Luvussa kolme on selvitetty matemaattista
ajattelua, ymmirtimistd ja niiden vilisid kytkent6jd oppimisen kannalta. Ajattelun ja
ymmartimisen analyyseissd on valotettu myos aihepiirin historiallista taustaa. Luvussa
nelji esitelldan tutkimuksen kolme piiakysymystd ja tutkimusmenetelmit. Ensimmai-
sen kysymyksen tehtivi oli selvittdd sanan ’kisite’ merkitysti seki sen roolia ajattelussa
ja ymmartamisessd. Toinen kysymys fokusoituu tietoverkon kytkentdjen ehtoihin ja
verkon linkkien tuottamiseen kysymysten avulla. Kolmannessa kysymyksessa esitetain
tiivistettynd timin tyon paitulos. Siini esitelldin ymmirtimisen eri muotoihin perus-
tuva mielekkiin oppimisen malli, jota on pohjustettu edellisissa kysymyksissd. Luvun
viisi yhteenvedossa tarkastellaan kokoavasti ymmartimisen merkitystd oppimisessa ja
ajattelussa. Raportti padttyy lukuun kuusi, jossa annetaan vihjeiti ja tehdéin avauksia
jatkotutkimuksien suuntaan.
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2 Ajattelun ja ymmairtimisen ldhikiasitteita

Tédman ja seuraavan pailuvun tarkoitus on kartoittaa ja analysoida sité aluetta, joka oli
otettava huomioon pyrittiessd saamaan ote ymmartimisen roolista kasitteellisen tiedon
oppimisessa. Tétd tyotd ovat rajanneet filosofinen ja kasvatuspsykologinen nikokulma
sekd matematiikan oppimisteoriat. Kartoituksessa ei ollut kiytossd taustateoriaa, vaan
tulkintaan pyrittiin immanentisti eli tavoittamaan tekstin sisilto sen omilla ehdoilla. T4s-
sd vaiheessa selvitettiin sanojen 'ymmirtiminen) 'tieto’ ja 'kisite’ kiyttotapoja oppimista
ja ajattelua kisittelevissa teksteissd. Aluksi kirjallisuuden etsintd kohdistui opetussuun-
nitelmiin ja maineikkaiden tutkijoiden teoksiin. Etsintad tiydennettiin tietokantojen
hakusanoilla kunnes aineisto alkoi kylldantya. Se merkkina oli, ettd uusia avauksia ei enda
16ytynyt, vaan tekstit alkoivat viitata jo l6ydettyihin lahteisiin. Historiallista jatkumoa
edustavat sellaiset klassikot kuin Hobbes, Locke ja Hume, mutta sekéin ei johtanut uu-
siin avauksiin. Hobbes (1651) tutki uuden ajan alussa kielen, tiedon ja ajattelun ongel-
maa silli tavalla, ettd hintd voidaan pitaa varhaisena kognitiotieteilijini. Ajattelu, tieto,
kisitteet ja ymmartiminen ovat kietoutuneet toisiinsa monin tavoin, mutta niiden oppi-
minen ja kiytto on sidoksissa uskomuksiin kohteena olevasta maailmasta (esim. Perttula
1997). Timi kuuluu ontologiaan, joka on oppi olevaisesta eli filosofisesta kasityksestd
siitd, mitd on olemassa. Ontologisten luokkien liittymist tietimiseen ja oppimiseen on
kisitelty yksityiskohtaisemmin otsakkeella oppimiskohteen ontologinen luonne.

2.1 Ymmarryksestd ymmartamiseen

Filosofi Thomas Hobbes (1962/1651) tutki ihmisen ilyllisid toimintoja, joista hin
kiytti termii "intelligence’ Termin ‘understanding’ Hobbes oli varannut viestinnin ja
keskustelujen kuvailuun, joissa vilitetdan ajatuksia ja tunteita. Hinen mukaansa koi-
rakin saattoi ymmirtdi isintinsi tahdon. Hobbes teki eron sisdisen ja ulkoisen kielen
vililld ajattelussa ja kommunikoinnissa. Kun hin lisisi tunteet ja tahdon ilyllisiin toi-
mintoihin, Hobbesia voidaan pitdi nykyisen kognitiotieteen ja konstruktivismin edel-
tdjind. MyShemmit empiristit Locke (1995/1692) ja Hume (1999/1748) syvensivit
ja tiydensivit Hobbesin ty6ti teoksissaan An essay concerning human understanding
ja An Enquiry Concerning Human Understanding. Niissi teoksissa sana ’intelligence’
on korvattu sanalla 'understanding), jonka Eino Kaila suomensi ymmarrykseksi kom-
mentoidessaan edelli mainittua Humen teosta (Hume1938/1748). Ymmirrys vastaa
yleiskielessd jarked ja ilyd, joihin puhekielen huomautus "ymmarrys hoi, ily 4l jacd”
viittaa. Niin késite "understanding” kattaa laajimmillaan alan, johon kuuluvat ihmisen
alylliset kyvyt, toiminnat ja ajattelu.
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Englannin kielessi sanalle 'understanding’ 16ytyy latinalais-ranskalaisperdinen syno-
nyymi comprehension, jonka latinankielinen sanatarkka merkitys on “grasping toget-
her” (Pearsall 2003, 293). Ymmirtiminen tissi jilkimmiisessi tapauksessa konnotoi
prosessin, kun taas edellinen ilmaisee prosessin tuloksen. Verbi comprehend’ merkitsee
kokoonpuristamista, yhteenvedon tai synteesin tekemistid (Marzano 2001, 34; Viho-
lainen 2008, 8), kun taas nominit ‘comprehension’ ja ’intension’ viittaavat ajatussisil-
toihin (Niiniluoto 1984, 119). Ymmirtimiselld voidaan tarkoittaa myos oivaltamista,
jolloin puhutaan ymmirtimisen aktista (Sierpinska 1994, 27).

Empiristeille dlyllisten toimintojen paielementtejd ovat aistimus, idea, kokemus,
paittely, tunne ja tahto. Empiristit kielsivit, ettd tieto olisi synnynniistd, vaan pitivit
tiedon lihteeni aistivaikutelmia (impression). Hobbes, Locke ja Hume erottivat kui-
tenkin toisistaan kaksi ajattelun lajia varmuuden mukaan. Matemaattisesta ajattelusta
he kayttivit termid ‘reasoning) jonka suomenkieliseksi vastineeksi sopii paittely tai
jarkeily. Humen (1999/1748) mukaan matemaattinen ajattelu (reasoning) operoi
puhtailla ideoilla logiikan lakien mukaan: "to discover relations of pure ideas in rea-
soning’, ja sen tuottama tieto on varmaa. Toisaalta kokemukseen perustuva ajattelu
(understanding) operoi aistivaikutelmista periisin olevilla ideoilla, joihin sisiltyy myds
jarjen elementtejd kuten kausaalisuus. Ndin Hume ennakoi kantilaista empirismin ja
rationalismin synteesid. Kantin (1997/1783) mukaan ajattelun peruselementteji ovat
aistihavainnoista periisin olevat sisillot ja ihmiselle lajityypilliset ymmirryksen (Ver-
nuft) kategoriat, jotka antavat sisllille muodon. Nykyisin ymmarryksen kategoriat eli
kisitteet ndhddin muuttuvina kulttuurin tuottamina artefakteina, jotka ovat Popperin
maailma 3:n oliota (Niiniluoto 1983, 128).

Tdmin tyon kannalta on merkillepantavaa, ettd valistusajan empiristit Locke ja
Hume antoivat sanalle 'understanding’ kaksi tarkentavaa merkitysti: "power of thin-
king” ja "discover of relationship between experiences”. Edellisessa ymmarrystd pide-
tddn ajattelun ja tietdmisen resurssitekiji, kun taas jilkimmaiinen viittaa ymmairryksen
aktiviteetteihin. Nykyisin kognitiivisia tictoja ja taitoja luokitellaan taksonomioilla.
Bloomin (1956) taksonomia on yksi tunnetuimmista koulumaailman tavoitehierark-
kioista, jolla pyritiin luokittelemaan ymmiirryksen (understanding) ja ajattelun tasoa
(ks. Bloom ym. 1971, 24; 141; Bereiter 2002, 94; Niveri 2009, 79). Taksonomiassa
ymmdrtiminen (comprehension) on toiseksi alimmalla tasolla. Aihetta kisitellidin
luvussa 3.3 tarkemmin.

2.2 Kasitteen tehtavista ja luonteesta

Kisitteet ovat ajattelun ja kommunikaation vilineiti, joilla pyritdin saamaan ote meita
kiinnostavista asioista. Kisitteilld nahddin ja koetaan asioita jonakin. Tiedon lisaksi
kisitteellisiin vilineisiimme kuuluvat esimerkiksi uskomukset, luulot ja viirinkasi-
tykset, jotka jasentdvit maailmaamme ja ohjaavat toimintojamme. Siksi niilld on suuri
merkitys my6s oppimisprosesseissa. Matematiikassa kisitteiden maarittelylld on tarkead
tehtivi, jonka tarkoitus on osoittaa yksiselitteisesti tarkoitettu kohde ja ilmaista tis-
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millisesti kohteesta esitetty viite. Miirittely perustuu analyysiin, jossa kisitteen sisalto
esitetdan aiemmin tunnettujen osien avulla. Vaihtochtoinen tapa on puhua merkityk-
sestd, joka on kisitteen ilmaisulla (Lammenranta 1993, 75). Kisitteelliset muutokset
ovat keskeistd tehtivikenttdd opettamisen ja oppimisen problematiikassa (ks. esim.
Vosniadou 1994; Merenluoto 2001).

Kommunikaatiossa ja ajattelussa kisite kuljettaa suuren miirin tiivistettyd infor-
maatiota ja antaa valmiuksia toimia ilykkdisti monissa tilanteissa (Brownell & Sims
1972/1946). Faktat antavat yleisti tietoa yksittiisisti olioista, mutta periaate tai
yleistys koskee suurta joukkoa sen piiriin kuuluvia ilmiéitd. Esimerkiksi luku kolme on
pariton luku ja edustaa faktatietoa, mutta viite "kolmion kulmien summa on yhté suuri
kuin kaksi suoraa kulmaa” edustaa suurta joukkoa tasokuvioita. Kisitteiden hallinta on
tirked, koska se sddstdd muistia ja tarjoaa faktatietoa yksittiisistd tapauksista. Yleiselld
tasolla asia vaikutta helpolta, mutta opettamisen kannalta asia ei ole ongelmaton. Siksi
aihetta valotetaan alaluvuissa tarkemmin.

Yleiskisitteen tai lyhyemmin kisitteen (concept, Begriff ) kreikankielinen vastine
idea (cidos) viittaa miclikuvaan tai ajatussisiltoon (Lacey 1996, 53; 136; 368). Kirjal-
lisuudessa kiytetaan usein sanaa ’idea’ kisitteellisen tiedon maarittelyssa tai ajattelun
clementtini (esim. Hiebert & Carpenter 1992; Pehkonen 2000; Kilpatrick 2009).
Esineiden havaitseminen voidaan selittda aistivaikutelmien ja kisitteellisen aineksen
kombinaationa. Aistimus aktivoi mielessimme kasitteen tai kisite-edustuksen, ja
niemme kohteen “jonakin” (Salo 1999). Kiinteisessi tapauksessa kisitteelld on mer-
kitsemistehtivi, kun annamme ajattelun kohteelle merkityssisillon (Rauhala 1997,
65).

Kisite ’ksite’ ei siis ole kovin yksinkertainen asia. Monet maineikkaat filosofit ovat
yrittaneet selvittdd asiaa viimeisen kahden tuhannen vuoden aikana, mutta joutuneet
analyyseissaan vaikeuksiin ja kiistoihin keskenain.

2.2.1 Kasitteen mddrittely

Niiniluodon (1984) mukaan kisitteiden luonteen ja olemassaolon ongelma oli yksi
keskiajan filosofian keskeisimmista kiistakysymyksistd, josta on kdytetty myos nimi-
tystid universaaliongelma (lat. universalis). Termilld ’kisite’ on suuri joukko erilaisia
merkityksid, joista ei helposti 16ydy yhteista tekijaa. Kasitteita voidaan kutsua ominai-
suuksiksi, relaatioiksi, attribuuteiksi, kvaliteeteiksi tai universaaleiksi (emt., 123). Gag-
ne (1977, 134) pitad kisitteitd sddntoini, joiden tehtivd on poimia nimetyn luokan
alaan kuuluvat oliot. Haapasalon (2004, 73) mukaan kisitteet ovat yksilon mentaalisia
tai yhteison hyviksymia ilmauksia tai niiden merkityksid. Semantiikassa puhutaan
kisitteisti yleisten termien intensioina (Kivinen 1994, 140). Marzano (2001, 18) on
halunnut luopua sanan ’kasite” kiytosta sen monimerkityksisyyden vuoksi. Hin puhuu
mieluummin yleistyksistd, joilla hin tarkoittaa periaatteita ja olioluokkien yhteisii piir-
teitd. Silfverberg (1999, 66) viittaa mainintaan, jonka mukaan ’kisite’ on suorastaan
sanakirjan tekijan painajainen.

Yleiskisite "ymmirtiminen” on Wittgensteinin (1981/1953) mukainen ryvis-
kisite, jota on vaikea kuvata kattavasti, saatikka antaa sille tismillistd méddritelmaa.
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Sekavaan tilanteeseen tuo hiukan selvyyttd, kun ymmartimista tarkastellaan osana sen
lahikisitteita. Muun muassa Herscovics ja Bergeron (1983, 75) toteavat, etti ‘ymmar-
timistd’ ei voida erottaa sanoista ‘ajatella) 'tietdd’ ja ‘oppia, koska ymmirtiminen on
ajattelun tulos. Toisaalta ajattelu ei voi toimia tyhjiossd, koska se toimii aikaisemmin
opitun ja ymmirretyn tiedon varassa. Hermeneuttinen perinne korostaa kielen asemaa,
jolloin ajattelu, tieto ja kieli kulkevat yhdessi ja kieli on vélttdimaton kommunikaation
elementti (Kusch 1986, 20).

Ideoita, kisitteitd ja ajatuksia ei voida vilittdd kommunikoinnissa suoraan, vaan
tehtivi suoritetaan kiyttamalla erilaisia merkkejd. Symbolisilla merkeilld on triadinen
luonne: merkin kirjoitettu tai puhuttu muoto, merkin viittaama olio (objekti, refe-
rentti) ja merkin ilmaisema kisite tai merkitys (Niiniluoto 1994, 3). Carnapin termein
kisitteet ovat kielellisten ilmausten intensioita, kun taas referentiaaliset oliot, olioluo-
kat ja asiat ovat ilmausten ckstensioita (Niiniluoto 1984, 120). Termit, predikaatit ja
lauseet ovat kielellisid ilmauksia.

Kisitteilld voidaan esittdd luokkajisenyyden chtoja. Ehtojen miirittely tapahtuu
usein olioista kisin, kun tietyssd joukosta etsitian sen alkioiden yhteisid ominaisuuksia
ja relaatiota (ks. esim. Sifverberg 1999, 68; Salo 1999, 172). Laine (1984, 16) mairit-

telee kisitteen seuraavasti:

Kiisite on joko samaa kielti pubuvan ihmisryhman piivissi yleistynyt tai yksilon
mentaalisena konstruktiona muodostettu esineiden, symbolien, asioiden tai tapah-
tumien luokka, joka perustuu ko. esineissi, symboleissa, asioissa tai tapahtumissa
esiintyviin yhteisiin ominaisunksiin tai jobon voidaan viitata tietyn nimen tai
symbolin avulla.

Kisitteeseen liittyvi ilmaus tekee kommunikaation mahdolliseksi, mutta se ei ole aina
valttdmiton kisitteen edellytys. Oppilas voi esimerkiksi tutustua jaollisuuteen ja antaa
sen perusteella lukualueille nimié kuten rationaaliluku.

Useimpiin kisitteisiin ei 16ydy kattavia luokitusehtoja. Siitd on esimerkkina pelin
kisite. Tillaisia kisitteitd kutsutaan ryviskisitteiksi (Wittgenstein 1981/1953). Ki-
sitteilld itselliinkin on ominaisuuksia kuten epimiiriisyys (vagueness) tai tasmallisyys
(exact, rigour). Epimairiisyys ei ole kuitenkaan sama asia kuin monimerkityksisyys
(ambiguity) eli monimielisyys, joka on kielellisen ilmauksen semanttinen ominaisuus.
On huomattava, etti kisitteelld on sisilto ja merkilld merkitys, mutta molemmilla on
vield asemansa mukainen kontekstuaalinen merkitys.

2.2.2 Kdsiteluokista

Kisitteet eivit ole autonomisia entiteettejd, vaan ne muodostavat linkkien kautta jirjes-
telmii kuten kisitepuut, kisitchilat ja kisitekartat tai yld- ja alakisitteiden hierarkkisia
rakenteita (Haapasalo 2004, 76). Matematiikassa voidaan puhua luokkaclementtien
mukaisesti objektikisitteistd, operaatiokasitteistd tai suhdekasitteistd. Suhdekasitteet
koskevat objektien tai luokkien vilisid suhteita, ja faktassa kisite on omistettu yksittai-
selle oliolle. Operaatiokasitteiden erityispiirteend on, ettd ne sisaltavit sekd propositio-
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naalisen ettd proseduraalisen tiedon elementteji ja kytkevit nima tiedon lajit toisiinsa
proseptuaaliseksi tiedoksi (ks. luku 2.2.4).

Voiko kisite olla yleistyksen lisiksi itsendinen entiteetti? Voimmeko siis puhua esi-
merkiksi lukukisitteestd tai ddretonkisitteesti? Haapasalo (2004, 79) kysyy lukijalta,
pystyyko hin kuvittelemaan tietylle luvulle mentaalista esiintymai, vaikka lukumaiirille
16ytyykin helposti edustajia. Lukuméirissi tai fysiikan suureissa luvuilla on praktinen
tehtivi. Suureet ovat fysiikan teorian kvantitatiivisia kisitteit, joilla kuvaillaan reaali-
maailman ilmiéité ja joilla ilmiét saadaan “kasiin”. Mittaamisessa puhutaan realistisen
tavan mukaan suureista ominaisuuksina, kun teoreettiset kisitteet on operationalisoitu
ja ne ovat mittaamisen lisdksi laskettavissa. Kuvattaessa funktion kulkua ja raja-arvoja
kiytetiin ddrettdmin kisitettd esimerkiksi kaltevuuden tarkasteluun (Viholainen
2008). T4dssi esimerkissi ddrettomin kisite ei ole itsenidinen entiteetti vaan tietoisuutta
viivan ominaisuuksista. Vaikuttaa silti, ettd kisite ei ole autonominen entiteetti, vaan se
on jonkin asian kisite kuten Kivinen (1994, 139) sanoo. Tilanne on kuitenkin toinen
antirealistisen tai konstruktivistisen metafysiikan nikékulmasta (Lammenranta 1993,
11), kun maailmaa konstruoidaan kisitteilla.

2.2.3 Kdsitteen representaatiot

Kisitteen olemusta voidaan selvittdd myos niiden tehtdvien mukaan, joita silli on
havainnon muodostamisessa, tictimisessd, ajattelussa ja kiyttiaytymisessi (Salo 1999,
171). Puhuttu tai kirjoitettu kieli ei ole merkityksekis tai viittaa mihinkiin asiaan, ellei
sitd tulkita. Kognitiotieteessa tulkinta nojaa sisiisiin representaatioihin tai skeemoihin,
kun mentaaliset prosessit suorittavat esimerkiksi luokituksia tai piittelyji (emt.). Re-
presentaatiot ovat sisdisi tai ulkoisia merkityksen kantajia. Goldinin (1998) mukaan
sisdisid representaatiojirjestelmia ovat verbaaliset/syntaktiset, kuvalliset, formaaliset,
strategiset ja heuristiset seka affektiiviset systeemit. Sisdiset representaatiot kantavat
merkityksid mukanaan, mutta ulkoisten representaatioiden merkitykset saadaan tul-
kinnan tuloksena (Salo 1999).

Representaatioiden jaottelussa sisdisiin ja ulkoisiin tulee helposti se kisitys, ettd
ulkoinen esitys vain heijastaa, ilmaisee tai edustaa ajatusten maailmaa. Monet tutkijat
Hihkiéniemen (2006) ja Viholaisen (2008) tavoin tarkastelevat representaatioita ajat-
telun vilineini, joilla on sisdinen ja ulkoinen ilmenemismuoto. Kun esimerkiksi abst-
raktille kisitteelle ei 16ydy mentaalista ilmentymii, voidaan ajatusoperaatiot suorittaa
symboleilla. Hihkioniemi (2006, 40) miirittelee oppimisen ja evaluaation kannalta
tirkedn representaatioiden linkittimisen, joka perustuu assosiaatioon ja reflektioon.
Edellinen tapaus koskee siirtymai esityksestd toiseen, ja jilkimmaiisessi representaatio
selitetddn toisella. Tavoitteiden asettamisessa ja aidoissa oppimistilanteissa on huomat-
tava, ettd representaatiot, linkit ja tulkinnat ovat aina kontekstisidonnaisia.

Mentaalisten representaatioiden olemassaolosta ja tehtivisti on laaja yksimielisyys,
mutta kisitteestd itsestddn esitetyt teoriat ovat osoittautuneet ongelmallisiksi (esim.
Silfverberg 1999; Salo 1999; Fodor 1998; Fodor 2001). Kisitteiden pitiminen piirre-
kimppuina johtaa kisitepuun ongelmaan, jossa halutaan selvittdi, missi ovat kisitteen
juuret. Usein kisitteet redusoidaan aistimuskisitteisiin, joiden ala ei yleensi ole méirit-
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telykysymys, vaan silld niyttid olevan jokin viljempi kriteeri (Salo 1999, 172). Tihin
chtoon on pyritty 16ytimain ratkaisu prototyyppien avulla siten, ettd luokkajasenyys
perustuisi samankaltaisuuteen kategorian prototyypin kanssa tai luokan piirteiden
tilastollisiin ehtoihin. Fodorin (emt., 12) mukaan prototyyppi ei olisikaan kisite vaan
vilivaihe kisitteenmuodostuksessa, kun mieli linkittad prototyypin kisitteeseen. Mut-
ta timékdin ratkaisu ei hiivytd prototyypin tunnistamisen ongelmaa, johon kuuluu
primitiivielementteji. Niin ollen lupaavalta vaikuttava kisitepuun ja prototyypin idea
eivit johda tyydyttivain tulokseen ainakaan opetuksen kannalta, vaan on etsittiva
jokin uusi ratkaisu. Salo (1999) ja Fodor (emt.) arvelevat, etti atomistinen kisiteteoria
voisi tarjota varteenotettavan kilpailijan prototyyppiteorialle.

Vaikka mairittely- ja prototyyppiteoria ovat alttiita kritiikille, niille ei nayttisi ole-
van sopivaa vaihtoehtoa nykyisissi matematiikan oppimisteorioissa.

2.2.4 Abstrahointi kdsitteen muodostuksessa

Kisitteellisia muutoksia selitetaan usein abstraktiolla. Silla tarkoitetaan ymparistostaan
irrottamista eli latinalaisittain 46 (irti) ja zrabere (vetiminen), jonka tulos voi olla pro-
sessi, ominaisuus tai olio (Gray & Tall 2002,115). Esimerkiksi kahden esineen joukosta
voidaan abstrahoida luku kaksi, joka on ajatusolio ja voidaan esittia numerolla 2. Pia-
get (1973) erotti toisistaan empiirisen, pseudoempiirisen ja reflektiivisen abstraktion.
Ensimmiinen niistd kohdistuu konkreettisiin olioihin, toinen operaatioihin ja kolmas
ajatusobjekteihin (Tall 2004).

Gray ja Tall (2001) sekd Tall (2004, 2005) kehittivit Piagetin mallia edelleen ja

paatyivit kisitteenmuodostuksen kolmijakoon:

- Kisitteellis-havainnollinen malli (‘The (conceptual-) embodied world): Havain-
tokisitteet abstrahoidaan arkimaailman konkreettisista olioista tai piirretyista
kuvioista. Kisitteiden tehtivd on jisentdd fysikaalista havaintomaailmaa ja
tarjota yksilon arkielimidin orientaatiopohja, missd matematiikalla on lihinna
vilineellinen asema.

— Proseptuaalis-symbolinen malli (The (proceptual-) symbolic world): Toimin-
takisitteet ovat dualistisia, missd matematiikan symbolit virittavit mentaalisia
toimintakaavioita, niiden tuottamia tuloksia ja jasentyneiti rakenteita. Pidttely,
sen tulos ja niiden ilmaus kapseloituvat proseptikisittecksi (procept). Esimer-
kiksi symboli 100/25 on monimerkityksinen, kun se voi viitata murtolukuun,
kahden luvun suhteeseen, suoritettavaan jakolaskuun tai laskun tulokseen nelja.
Prosept-kisitteet tarjoavat ajattelulle joustavia ja laajoja mieltimisyksikkoja
sddstien tyomuistin kapasiteettia.

— Formaalis-aksiomaattinen malli (The formal (-axiomatic) world): Formaalit ki-
sitteet perustuvat mairitelmiin ja aksiomisysteemin loogisiin johdannaisiin, jot-
ka voidaan esittdd verbaalisilla, kuvallisilla tai matematiikan omilla symboleilla.

Edelld mainitut luokat eivit ole erillisid toimintaympiristdjd, vaan ne tiydentivit toi-
siaan tehtivien tyostimisessi (Hahkioniemi 2006; Viholainen 2009).
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Tall ja Vinner (1981) tarkoittavat kisitteelld yhteisollistd entiteettid, kun taas k-
sitekuva” (concept image) on kisitteen mentaalinen ilmentyma yksilslle. Kisitekuva
sisiltdd mielikuvat, representaatiot ja attribuutit (Vinner 1983). Yksilollisid kisite-
kuvia tai prosepteja ei valttaimattd tarvitse pitdd erillisind, vaan esimerkiksi mairitelty
formaali kisite voidaan nihdi osana matemaatikon kisitekuvaa (‘Tall 2004).

Yhteenvetona kisitteestd voidaan todeta, etti jo sen pitkd historia osoittaa, miten
tirkedstd oliosta on kysymys. On helppo hyviksyi, ettd kisite on tehokas ajattelun
viline. Sille on kuitenkin annettu niin vaativia tehtavii, ettd sen tiysipainoisen hyodyn-
timisen kanssa tulee ongelmia. Tiéssi luvussa nostettiin esille seikkoja, jotka koskevat
kisitteen asemaa ajattelussa ja ymmartamisessd. Kisitteen esitystavat liittavit sen kom-
munikaatioon ja tiedon soveltamiseen. Matemaattisen kisitteen dualistinen luonne
tekee siitd joustavan vilineen ajattelulle ja ymmirtimiselle. Kisitteenmuodostuksen
kolmijakoa (Tall 2004; 2005) noudattaen opettaja voi suunnata oppilaansa ajatus-
maailmaa esineiden maailmasta aksiomaattisiin jarjestelmiin ja painvastoin. Késitteen
roolia tietimisessi tarkastellaan seuraavassa luvussa.

2.3 Tieto

Modernissa tietoyhteiskunnassa informaatiota on tarjolla runsain miirin, mutta sen
taysipainoinen hyddyntiminen edellyttdd tiedollisia valmiuksia, joiden avulla tietoa
kyetddn etsimdin, valikoimaan, omaksumaan ja kiyttimain tarkoituksenmukaisesti.
Tiedon oppiminen on nihtivi laajemmin osana ihmisen alyllista toimintaa, jonka teh-
tivi on sopeuttaa yksilo yhteisé6n ja kehittid edelleen kulttuuria (von Wright 1996;
Hakkarainen ym. 2005, 54). Tieto on viime kidessi ajattelun ja vuoropuhelun tulos,
jota kulttuuriset valineet kuten kieli ja teoriat valittavit yhteison jasenille.

Filosofisessa tietoteoriassa puhutaan yleisesti kahdesta tiedon pailajista: viitetieto
ja taitotieto (Niiniluoto 1988). Kaikki tieto ei kuulu naihin kahteen kategoriaan, vaan
lisaluokitusta tarvitaan ja niitd kisitelladn lyhyesti luvun loppupuolella. Erityistietei-
den, kuten kognitiivinen psykologia, tehtiviin kuuluu selvittdd, millaisia tiedon lajeja
meilli on tai miten me sovellamme niiti (Lammenranta 1993, 9). Niilli nikékulmilla
on erona, ettd edellinen tarkastelee yleisten asioiden yleisia suhteita kun taas jalkim-
miinen tutkii erityisten asioiden suhteita. Molempia nikokulmia tarvitaan, koska ne
tukevat toisiaan.

2.3.1 Tieto ja informaatio

Filosofisen epistemologian tehtivi on selvittdi tiedollisia kisitteitd ja niiden suhteita
yleiselld tasolla. Nykyisin puhutaan naturalistisesta tietoteoriasta, jolloin selvityksen
kohteena on paras saatavilla oleva tutkimustieto, empiirinen tieto mukaan luettuna
(Tuomela 1983, 6; Lammenranta 1993, 12; Hakkarainen ym. 2004, 112). Tiedon
luonteen selvittiminen edellyttid kannanottoa ainakin seuraaviin kysymyksiin: Miti
on tieto? Miti tiedon lajeja on? Miki on tiedon alkupera? Miki on tiedon tehtava?
Miten tietoa voidaan saada? Miki on tiedon kohde? Tiedon miireet ovat kuitenkin
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ongelmallisia, eiké niihin ole selkeda ratkaisua. Tiedon alkuperii koskevat keskustelut
ovat johtaneet empiristien ja rationalistien kiistoihin siitd, onko tieto lahtoisin koke-
muksesta vai ihmismielesta.

Informaatiota voidaan pitdd laajana ylakisitteend, jonka suppea erikoistapaus on
tieto (Niiniluoto 1992, 64). Sanan ’informaatio’ englannin kielinen vaste juontaa juu-
rensa sanoista ’in’ ja ‘form) jotka tarkoittavat von Baeyerin (2005, 47) mukaan sisillon
pakkaamista muotoon. Kyseinen muoto voi olla fysikaalista jirjestystd matematiikan
symbolisissa rakenteissa, kerdttyd dataa tai semioottisia jirjestelmid. Viimeksi mainittu
noudattaa kolmijakoa syntaksi, semantiikka ja pragmatiikka. Oppimisen kannalta on
oleellista, ettd esilld olevaan luonnolliseen tai koodattuun jirjestykseen liittyy merkitys,
joka saa yksilén kiinnostumaan tulkinnasta (Poikela 2008). Tulkinta edellyttid kui-
tenkin kontekstuaalista tietoa, jossa muoto saa sisillollisen merkityksen. Informaatio
kantaa siis mukanaan merkityksid, mutta tieto ilmaisee kontekstin. Vasta oppiminen
tuottaa valmiuksia toimia jirkevisti olosuhteiden mukaan (emt.).

Erityistieteissd kuten psykologiassa ja kasvatustieteissd tutkitaan tietimiseen liitty-
vid spesifeja asioita kuten muistia, informaation prosessointia, tiedon omaksumista ja
kiyttod, ajattelua, tiedollisia kykyja ja taitoja. Filosofiassa tutkitaan yleisten asioiden
yleisid suhteita. Tiedon filosofinen ja erityistieteellinen nikokulma eivit ole erillisid
asioita oppimisen kannalta. Kun ne tdydentivit toisiaan, se edistdd oppimista ja tiedon
kiyteoa.

Tiedon peruselementteji ovat subjekti, sisiltd ja kohde (Niiniluoto 1984, 138).
Tiedon subjekti voi olla jokin henkil6 tai henkiloryhma. Subjektiivisella tiedolla tar-
koitetaan uskomuksia, joita vérittavat henkilokohtaiset nikemykset ja mieltymykset.
Objektiivinen tieto viittaa subjektin ulkopuolella olevaan tiedon sisalt66n tai tarkoit-
taa neutraalia ja tasapuolista tietoa. Tiedon subjektin ja sisillon suhdetta kutsutaan
propositionaaliseksi asentecksi (Heinimaa 1994, 62). Niiniluodon (1984, 139) mu-
kaan tietoteorian keskeiset ongelmat liittyvit subjektin ja kohteen viliseen suhteeseen.
Intentionaalisten toimintojen kannalta relaatio johtaa kahden koulukunnan nikemy-
seroon. Brentanon koulukunta viittis, ettd intentionaalinen akti suuntautuu suoraan
kohteeseensa, mutta Husserlin mukaan akti viittaa objektiinsa sisillon vilitykselld (ks.
Sajama 1994, 17).

Tietoteoreettiset nikemyserot heijastuvat opetusta ja oppimista koskeviin kysy-
myksiin. Paljon on keskusteltu siitd, onko todellisuus omaa luomustamme kuten an-
tirealistiset konstrukeivistit vaittavit vai pystymmeko saamaan tietoa todellisuudesta
sellaisena kuin se on mielipiteistimme riippumatta, kuten realistit nikevit (Kalli 2005,
10). Maltillinen realismi tarjoaa sovittelevan niakékulman. Sen mukaan tosiasiat ovat
erddnlaisia todellisuuden ja kisitejirjestelmien solmukohtia (Niiniluoto 1984, 135).
Sisdisessd realismissa totuus on versiorelativistinen (ks. Leinonen 2007). Tuloksek-
kaalle opiskelulle on eduksi, ettd oppijalla olisi edes jonkinlainen kisitys tai oivallus
opiskeltavan kohteen luonteesta, joka kuuluu ontologian alueelle (ks. luku 2.4.1).
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2.3.2 Matemaattisesta tiedosta

Matematiikalla on pitka historia ja monet tuntevat esimerkiksi Pythagoraan viittimin
noin 2500 vuoden takaa. Silloin kéytiin kiistaa mm. irrationaalilukujen olemassaolosta
eli, ovatko nelion sivu ja livistdja yhteismitallisia (Boyer 1994, 121). Eukleideen teos
Alkeet (n. 300 caa.) on yksi kuuluisimmista matematiikan kirjoista, jossa kreikkalai-
nen matematiikan tietimys on tiivistetty aksiomaattis-deduktiiviseen muotoon (Bell
1963). Aksiomaattis-deduktiivinen systeemii on sittemmin voitu pitid absoluuttisena,
empiiriseni tai kvasiempiiriseni (Ernest 1991; Lakatos 1997). Absoluuttisen matema-
tiikkkakisityksen mukaan tiedon kohteena ovat yliaistilliset ideamaailman oliot. Saatu
tieto on luonteeltaan abstraktia, loogista, arvovapaata ja vailla kulttuurisidonnaisia
piirteiti. Empiristien mukaan kaikki tieto oli aistimusperiistd, joten myds matemaat-
tisen tiedon lihteeni on havaintomaailma (Niiniluoto 1992, 58). Lakatoksen (1977)
kvasiempirismissd matemaattinen tieto on epavarmaa, jossa epiformaali informaatio
on tirked tiedon tuottamisessa ja sen ymmartamisessa eli kysymys on fallibilismista.

Matematiikkaa tarkastellaan usein julkisen ja henkilokohtaisen tiedon nikokulmis-
ta. Edellisen mukaan matematiikka on formaali, deduktiivinen ja eksakti tietojarjestel-
mi, ja jilkimmiisesti mukaan se on inhimillinen aktiviteetti (Fischbein 1994; Harel
2009). Nimi nikokulmat tiydentivit toisiaan, eikd matematiikka ole valmis systeemi
vaan cliva organismi. Fischbein jakaa vield aktiviteetin formaaliin, algoritmiseen ja
intuitiiviseen komponenttiin. Formaali komponentti operoi logiikan sdinnéilli aksio-
maattisessa systeemissi. Algoritminen komponentti on proseduraalista tietoa ja viittaa
kykyihin suorittaa matemaattisia operaatioita. Fischbein (emt.) tihdentid molempien
komponenttien tasapainoista kehittdmistd niin, ettd jirjestelmin proseduurit ja k-
sitteet tukevat toisiaan ja ratkaisut tulevat sitd kautta ymmirretyiksi. Intuitio operoi
tiedostamattoman alueella, mutta on tirkei osa paittelyi (ks. 3.1.2).

Matematiikan tarkasteluissa tormatain toistuvasti dualismiin, joka kytkee julkisen
ja henkilokohtaisen tiedon toisiinsa (ks. Viholainen 2008, 17-21). Julkaisusarjoissa tai
kirjoissa esitetty matemaattinen argumentaatio on esitetty tiiviissa formaalissa muodos-
sa. Siind on niukasti vihjeitd, jotka auttaisivat asiaan vihkiytymatontd ymmairtimain
paittelyketjua tai sitd kannattelevaa ideaa. Matemaattinen argumentaatio, ongelmien
ratkaiseminen tai muu paittely eivit kuitenkaan noudattele niukkuuden formaalia
linjaa, vaan siihen sisdltyy rikas informaali vilineisto (Viholainen emt.; Merenluoto
2001). Viholainen puhuu kahdesta matemaattisen ymmairtimisen komponentista:
proseduraalis-formaalinen ja intuitiivis-holistinen. Niiden kahden komponentin
kombinaatio rakentaa matematiikkaa. Proseduraalis-formaalinen komponentti luo vii-
meistellyn esityksen, joka pyrkii saamaan lukijansa vakuuttuneeksi perustelujen oikeu-
tuksesta. Opetuksen nikokulmasta tulisi pitdd kiinni tiukasta loogisesta paattelysti,
mutta antaa tilaa luoville oivalluksille informaalissa maailmassa.

2.3.3 Klassinen tietokdisitys

Klassinen kisitys tiedosta perustuu Platonin miiritelmédin: Tieto on tosi hyvin
perusteltu uskomus (Niiniluoto1983, 138). Platon nimesi epitodet uskomukset
erchdyksiksi, ja ilman perusteita olevat uskomukset luuloksi. Klassisessa perinteessa
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tietoa pidettiin muuttumattomana kahdestakin syysti: kohteiden muuttumattomuus
ja varman perustelun olemassaolo. Platonille tiedon kohteet olivat yliaistillisia ideoita
ja Aristotelelle olioiden pysyvid ominaisuuksia eli substantiaalisia invariansseja. Kun
aristotelikkojen mukaan tiedolle voitiin antaa varma perustelu, tiedon kokonaisuutta
pidettiin jokseenkin lopullisena (emt.). Perusteluvaatimus edellyttad yksiloled sitd, eted
hinen on pystyttivi arvioimaan viitteen pitevyyttd sekd pohtimaan viitteen puolesta
ettd sitd vastaan esitettyja evidensseja.

Totuuden mairittelemiseksi on esitetty useita teorioita, joilla kullakin on ongelman-
sa. Korrespondenssiteorian mukaan viite on tosi, jos se vastaa mielestd riippumatonta
todellisuutta. Teoriaa vastaan voidaan tehda hankala kysymys: miten voidaan verrata
vaitettd ja kisitteellistimatontd todellisuutta toisiinsa. Koherenssiteorian mukaan
teorian viitteiden tulee olla yhteensopivia. Yhteensopivuus ei kuitenkaan takaa, ettd
teoria tarjoaisi informaatiota todellisuudesta. Pragmatistisen totuusteorian kriteerini
on tiedon kiyttokelpoisuus. Tilloin kriteerin ongelma siirtyy kiyttokelpoisuuden
miirittelyyn, koska kiyttokelpoisuus riippuu tilanteesta ja mielipiteesta. Verifikationis-
missa totuus saavutetaan perustelujen kautta, jolloin ongelmaksi nousee se, voidaanko
kaikkia tosia lauseita osoittaa oikeiksi. (Niiniluoto 1984, 108-112).

Klassinen tiedon kisite on saanut osakseen kritiikkid sen passiivisen luonteen vuok-
si, joka tarkoittaa oikeiden ja perusteltujen kisitysten mielessd pitimistd (Niiniluoto
1988, 335). Kun Platonin miiritelmille annetaan dynaaminen ja toiminnallinen tul-
kinta, paadytdin moderniin aktiivisuutta korostavaan tiedon kisitteeseen. Tieto nih-
ddin nyt jatkuvana itseddn korjaavana prosessina, joka tuottaa informatiivista ja entista
todenmukaisempaa kuvaa maailmasta.

2.3.4 Aktiivisen tiedon kdisite

Kisitys tiedosta muuttuvana kulttuurivarantona on tullut vallitsevaksi, kun substanti-
aaliset invarianssit korvattiin Galilein relationaalisilla invariansseilla ja Peircen idealla,
jonka mukaan tiede pyrkii kohti totuutta (Kaila 1939; Niiniluoto 1984, 84). Nykyi-
sissd tietoteorioissa lahtokohtana on ihmisen erehtyviisyyden tunnustava fallibilismi,
jonka mukaan tieto on kritisoitavissa, korjattavissa ja muutettavissa (Niiniluoto 1984,
149-150). Kun tiukat perusteluchdot korvataan normatiivisilla oikeutusehdoilla,
paadytiin dynaamiseen tiedonkisitteeseen. Tilloin tavoitteena on vélttdd erehdystd
ja hankkia totuudenkaltaista luotettavaa tietoa, joka on informatiivista (Lammenranta
1993,129-131; Niiniluoto 1993, 121).

Tietoyhteiskunnassamme hyvin perusteltua tietoa on enemmin saatavissa kuin
kukaan pystyy omaksumaan saatikka arvioimaan sen kaiken patevyyttd. Tiedollisen
oikeutuksen normatiivisuuteen liittyykin tiedollinen sallivuus, jonka mukaan tietoa
on lupa hankkia luotettavista lihteist. Tallainen tiedonhankinta edellyttid kykya etsid
luotettavia lihteitd, kaivaa esiin tietoa oikeilla kysymyksilld ja erottaa tosiasiaviitteet
fiktiosta (Niiniluoto 1988, 334). Yksilén kannalta viite on oikeutettu, jos tiedon vas-
taanottaja ymmartad viestin sisallon ja lihde on luotettava tai han pystyy arvioimaan
perustelujen pitevyytti. Oikeutusehto ei edellytd klassisesta perusteluchdosta luopu-
mista, silld hyvid perustelu voi edelleenkin oikeuttaa viitteen, joka riippuu usein ym-
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paristostd. Esimerkiksi matemaattisten viitteiden patevyyden arvioinnissa on otettava
huomioon, onko paittelyt tehty esineellis-kisitteellisen, symbolis-proseptuaalisen vai
formaalis-aksiomaattisen maailman ehdoilla (Tall 2004).

Kriittinen tieteellinen realismi tarjoaa edellytykset aktiiviselle tiedon kasitteelle,
jonka mukaan ticto on jatkuvan korjauksen ja kehityksen tilassa (Niiniluoto 1988,
339). Aktiivinen tiedon kisite teravéityy, kun sen maarittelyyn lisitiin arvottava ehto:
tiedon on oltava olennainen, tirked tai merkittava. Eri ammattien ja harrastusten tai-
toihin liittyvé tieteellisen tiedon lisddntyminen tarjoaa mahdollisuuden lisitd taidon
kiyttokelpoisuutta. Soveltavat tieteet ja asiantuntijajirjestelmit ovat esimerkkeji taito-
tiedon lajeista, jotka ovat systemaattisesti kerittyja taitotiedon kokoelmia (Niiniluoto
1988, 336).

Tosiasiaviitteissi tulee tehdi ero heikon ja vahvan tiedon vilill4, joista edellinen vas-
taa etti-kysymyksiin ja jilkimmainen lisiksi miksi-kysymyksiin (Niiniluoto 1988, 337;
Hannula, Maijala ym. 2004, 17). Heikko tieto on sisiltdtietoa, mutta vahvaan kuuluvat
myos perustelut. Oikeutusteorian mukaan heikko tieto kuuluu eksternalismiin, ja vahva
ticto internalismiin (Lammenranta 1993, 178). Edellisen mukaan viitteen perustelut
ovat yksilon ulottumattomissa. Jalkimmaisessd yksilo voi tulla tietoiseksi perusteluista
tai ymmirtdd ne vain harkitsemalla asiaa. Aktiivinen tiedon kisitys velvoittaa oppijaa
etsimdin totuutta ja pohtimaan perusteluja, vaikka totuus ja perustelu eivit olekaan
vilttimiteomii tiedon chtoja (Niiniluoto 1988; Lammenranta emt.).

Aktiivinen tiedonrakentelu on tietoista toimintaa, joka sisiltid kolme tiedonlajia:
etti-ticto, kuinka-tieto ja miksi-tieto eli faktat, taidot ja perustelut (Mason & Spence
1999; Viholainen 2006, 17-18). Tiedollisten taitojen opettamiseen eivit kuulu vain
aineenhallinta ja tekniset keinot, vaan opiskelijoita tulisi rohkaista my6s omaehtoiseen
tiedon hankintaan ja kriittiseen ajatteluun, jota korostetaan myos PISA-tutkimuksissa

(OECD 2016).

2.3.5 Propositionaalinen ja proseduraalinen tieto

Kielelliset ilmaukset kuljettavat sisalt6ji mukanaan vain latentisti. Sisallolliset merki-
tykset edellyttivit aina tulkintaa. Kéytinnossi lingvistiset ja psykologiset luokitukset
liittyvit toisiinsa, ja painopiste vaihtelee nikokulman mukaan. Psykologiassa tut-
kitaan tulkintaa ja tietoa mentaalisena tapahtumana, jolloin tieto voidaan luokitella
seuraavasti: psykomotorinen, proseduraalinen ja propositionaalinen tieto (Marzano
2001). Esimerkiksi pyoralld ajaminen on osoitus psykomotorisesta tiedosta, mutta sita
kuvaillaan ja selitetadn propositionaalisella tiedolla. Matematiikassa psykomotoriselle
tiedolla ei ole suurta merkitysti erityistapauksia lukuun ottamatta, joten se ohitetaan
tissd tutkimuksessa.

Tiedon jakoa lajeihin perustellaan sill4, ettd niilld on eri tehtavit, erilainen muistin
edustus, erilaiset oppimisprosessit ja ne poikkeavat toisistaan neuraalitoimintojensa
puolesta (Anderson 1980; Tulving 2000, 37-40; Marzano 2001, 16-26). Nimitykset
proseduraalinen ja proposiotionaalinen palautuvat tiedon lajien alkeisyksikoihin, joita
ovat produkti ja propositio. Pedagogisessa kirjallisuudessa esiintyy lukuisa méiri ni-
mityksia tiedon edelld mainitun kaltaiselle polarisoinnille, mutta periaatteessa toiseen
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tiedon lajiin kuuluu toimintojen suorittaminen ja toisen tehtiva on selittad tai kuvailla
tapahtumia (esim. Haapasalo 2004). Esimerkkeji polarisoinneista ovat: syntaktinen
tieto/semanttinen tieto, tietdd mitd/tietdd mitd ja miksi, tietdd kuinka/tietdd ettd,
instrumentaalinen tieto/relationaalinen tieto, ja operationaalinen tieto/strukturaali-
nen tieto. Kaikki tieto ei sisilly ndihin kahteen luokkaan kuten esimerkiksi strateginen
tieto.

Hiebert ja Lefevre (1986, 6) jakoivat proseduraalisen tiedon kahteen osaan, joista
ensimmaiseen kuuluvat symbolit ja niitd hallitsevat kielioppisddnnot. Toisessa ovat
symbolien kiyttsdinnot tehtivien suorittamista varten. Proseduraalinen tieto vastaa
kysymykseen miten, ja sen prosessit etenevit suoritusjonoina. Toiminnat kidynnisty-
vit sopivissa tilanteissa, jonka jilkeen ne etenevit tiettyjen sddntdjen tai algoritmien
ohjaamina. Prosessit ovat toimintavalmiuksina kestomuistin produktiosysteemeissa.
Propositionaaliseen tietoon kuuluu faktoja, relaatioita, periaatteita ja yleistyksii, jotka
tallentuvat kestomuistin semanttisiin verkkoihin. Hiebert ja Lefevre (emt., 4-5) kut-
suivat proposionaalisen tietimisen tilaa ymmartimiseksi, jonka aste riippuu verkon
linkkien lukumiirasta ja voimakkuudesta. Propositionaalista tietoa kutsutaan usein
koseptuaaliseksi tiedoksi.

Polaarisen nikemyksen mukaan proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto ovat kaksi
tiedon lajia, joiden vililli ei ole jatkumoa. Paljon on keskusteltu siitd, kumpi tiedon
laji olisi ensisijainen kouluopetuksessa, eikd ratkaisua ole loytynyt (esim. Haapasalo
2004; Kilpatrick 2009). Tosin kumpikaan vaihtochto ei tuo ratkaisua esimerkiksi
tilanteeseen, jossa oppilas osaa mekaanisesti laskea laskutehtivin oikein, mutta ei
ymmirra toimintansa perusteita. Toisaalta hin voi ymmartdi tehtdvin ja sen ratkaisu-
periaatteenkin, mutta taitojen puute estdd tehtivin suorittamisen. Kumpaa tiedon lajia
tulisi siis opiskella ensin, koska kumpikaan tiedon laji ei automaattisesti tuo mukanaan
toista. Tarjolla ei ole yleispdtevaa ohjetta, koska lahestymistavan miarad muun muassa
aihepiiri, konteksti ja oppijan taustatiedot (ks. esim. Haapasalo 2004).

Monet tutkijat (esim. Hiebert & Carpenter 1992, 78; Haapasalo 2004, 53; Kilpat-
rick 2009, 48) ovat etsineet keinoja, joilla tiedon lajit liitettdisiin toisiinsa siten, ettd
kombinaatio sopisi paremmin aktiiviseen tiedon kisitteeseen ja edistiisi sitd kautta mie-
lekistd oppimista. Haapasalo (2004) mairittelee konseptuaalisen tiedon seuraavasti:

Konseptuaalinen tieto on semanttinen verkko, jonka solmujen ja linkkien tulkit-
semiseen ja rakentamiseen yksilo kykenee osallistumaan, tiedostaen ja ymmdrtien
toimintansa perusteet ja logiikan. Solmut ja linkit voivat olla esimerkiksi kasitteiti
tai niiden attribuutteja, proseduureja, toimintoja, nikokulmia jopa ongelmia.

Pitden silmilli tiedon lajien linkittimista toisiinsa Haapasalo (emt.) antaa proseduraa-
liselle tiedolle seuraavan miaritelman:

Proseduraalinen tieto tarkoittaa dynaamista ja tarkoituksenmukaista siintojen,

menetelmien tai algoritmien (toimintatapojen) suorittamista kayttien hyviksi
tiettyji esitystapoja. Timi edellyttia tavallisesti ndiden esitystapojen pohjana
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olevien tietojirjestelmain syntaksin ja esitysmuotojen ymmadrtimistd, mutta ei sen
sijaan vilttimatti ndiiden ominaisuuksien tietoista ajattelemista, ainakaan miki-
li suoritus on automatisoitunut.

Tietolajien kytkeminen toisiinsa on molemminpuolista. Proseduuri voi olla semant-
tisen verkon osa, mutta se voi myés rakentaa konseptuaalista tietoa. Haapasalo (emt.)
kirjoittaa linkittymisesta vield, ettd

konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon eroa on kiytinnissi usein vaikeaa jopa
epitarkoituksenmukaista tehdi juuri muulla perusteella kuin lwonnehtimalla
suorituksen automatisoitumista ja sitd kuinka tietoisesti yksilo perustelee tai joutuu
perustelemaan toimintansa vaiheet.

Lainauksen lopussa mainitut toimintojen tietoiset perustelut viittaavat tietomuotojen
kytkeytymiseen toisiinsa, jonka puitteissa on mahdollista etsid perusteluja toimintata-
voille. Asiantuntijalla proseduraalinen tieto on automatisoitunutta, ja se on tiiviisti lin-
kittynyt hanen semanttiseen verkkoonsa. Sitd vastoin noviisin tiedonalueet voivat olla
tdysin erillisid ja esimerkiksi laskeminen on symbolien manipulointia ilman sisalt63.

Konseptuaalisella tiedolla on monia etuja, koska tieto verkoissa on yleistd, jasenty-
nyttd, sisdistettyd ja tiiviissd esitysmuodossa. Koska yksilo ymmartii tietojarjestelman-
si loogiset suhteet ja perustelut, hin pystyy tietoisesti operoimaan representaatiojirjes-
telmissiin (vrt. Haapasalo 2004) ja vastaamaan esimerkiksi miksi-kysymyksiin. Tima
edellyttdd analysoimiseen tarvittavien konseptuaalisten tietojen lisiksi menetelmallisia
paittelytaitoja. Muita konseptuaaliseen tietoon liittyvid ajattelua vaativia toimintoja
ovat esimerkiksi selittiminen, todisteiden 16ytiminen, yleistiminen, soveltaminen,
analogioiden l6ytiminen ja aiheen esittiminen toisella tavalla (Joutsenlahti 2005, 84).
Koska kisitteen asema tiedon miireissi voi vaihdella (esim. Niiniluoto 1992, Hiebert
& Carpenter 1992, Haapasalo 2004, Kilpatrick 2009), tutkijat puhuvat usein kon-
septuaalisen tiedon sijasta kisitetiedosta, yleisestd tiedosta tai kisitteellisestd tiedosta.
Monet kiistat polaarisen tiedonkisityksen piirissd ovat johtaneet siihen, ettd nykydin
tieto nihdain mieluummin dualistisena.

2.3.6 Muita tiedon lajeja

Tuntemista ei ole helppo mairitelld tai edes luonnehtia ilman valaisevia esimerkkeja.
Jonkin asian tunteminen perustuu kokemukseen, ja se ilmenee toiminnoissa tai rele-
vanteissa kommenteissa. Henkilon tuntemisella tarkoitetaan yleensi kahdenvilista
kontaktia, vihintiin tapaamista tai juttelua (Lammenranta 1993, 72). Kun opettaja
tuntee oppilaiden vaikeudet esimerkiksi pituuden yksikoissd, hin osaa ne kerrata ennen
pituuslaskuja. Toisaalta opettaja pystyy tarvittaessa vastaamaan kiperiinkin kysymyk-
siin vastauksen tarkkuudesta. Tuntemisella tiedonlajina on laaja edustavuus heikosta
vahvaan (Lammenranta 1993, 126).

Osaamisella tarkoitetaan eliimen tai ihmisen kykya suoriutua jostakin ruumiillisesta
tai henkisesti tehtivisti, kuten uiminen, lukeminen tai laskeminen (Niiniluoto 1988,
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335). Osaaminen ei ole itsendinen tiedon laji, vaan sen luonne vaihtelee tehtivikentin
mukaan. Esimerkiksi telinevoimistelun liikesarjat tai peltisepan tyot vaativat erilaista
osaamista kuin laskutehtivien suorittaminen.

Joutsenlahti (2005, 96) ja Naveri (2009, 8) kiansivit amerikkalaisen Kilpatrick ym.
(2001) opetussuunnitelmatyéryhmin termin “mathematical proficiency” matemaat-
tiseksi osaamiseksi (ks. luku 3.7). Nykyisin puhutaan osaamisesta ja osaamiskeskuk-
sista, joilla on paljon laajempi ekstensio kuin vain tehtavistd selviytyminen. Talloin
kysymyksessd on oikeastaan taitotieto tai jopa asiantuntijatieto, johon ei kuulu vain
selviytyminen tilanteista vaan ilmi6iden tai havaintojen kuvaus, selitys ja tulkitseminen
(OECD 2016, 14). Nayttaa siltd, ectd kisitteelle "osaaminen” haluttaisiin antaa mel-
keinpa "asiantuntijatiedon” sisalto.

Taito (kreik. techne, lat. ars ja engl. art) on osaamista, johon liittyy pysyvi tekemisen
valmius (Niiniluoto 1988, 335). Keskiajan yliopistoissa aritmetiikka ja geometria kuu-
luivat musiikin ja tahtitieteen ohella quadrivium-taitoihin (ks. Lehti 2001, 45). Taito
ei ole itsendinen tiedon laji, vaan se on tehtivikohtainen kuten esimerkiksi lasku- tai
ongelmanratkaisutaito. Tekemisen taidot vaihtelevat sen mukaan, kuinka paljon ne
vaativat kokemusta, harjaantumista tai konseptuaalista taustatietoa. Taidolla on itse
asiassa kaksi ulottuvuutta, joista toinen viittaa osaamiseen ja toinen on taitotietoa eli
viitetietoa toiminnan siinnéisti (Niiniluoto 1992, 51).

Hyvi taito ei siis aina edellytd haltijaltaan toimintojensa yleistavaa kuvausta, koska
taidon taustalla voi olla myds hiljaista (tacit) tietoa. Asiantuntijan toiminta on no-
peaa ja joustavaa, ja siind yhdistyy teoreettinen tietimys, kiytinnollinen taito ja kyky
ratkaista ongelmia. Koska luku- ja laskutaito edellyttivit paittelyd aiempien tietojen
varassa (Resnick 1987), niitikiin ei voida oppia mekaanisen toistamisen avulla, vaan
ajattelulla on keskeinen tehtivi kyseisten taitojen oppimisessa.

Kompetenssi viittaa tilannekohtaiseen kykyyn ja tavoitteenmukaiseen toimintaan
tietylld tehtivialueella (Taatila 2004). PISA-tutkimuksessa puhutaan ongelmanrat-
kaisun kompetenssista, johon kuuluu kyky selittad ilmioita tieteellisesti, tehdd suun-
nitelmia tiedon hankkimiseksi seki toteuttaa suunnitelmia ja arvioida tulosta (OECD
2016, 13). Lisiksi on osattava tulkita ja arvioida saatavilla olevaa tietoa tieteen keinoin.
Tama merkitsee, ettd yksilon on hallittava ongelman kannalta riittiva mdira propositi-
onaalista tietoa, menetelmitietoa ja rclcvantteja strategioita. Strategincn kompctenssi
edellyttdd tietyn ongelman olennaisten tekijéiden tunnistamista ja ymmartimistd
sckd valmiutta tehtivin suorituksen kontrolloimiseen (Kilpatrick 2009). Sisiltonsa
ja tehtdviensd puolesta kompetenssia voidaan pitdd toiminnallisena kykyni, jota tukee
taitotieto.

Hiljainen tieto on englanniksi zacit knowledge. Silla tarkoitetaan tietoa, joka ymmar-
retdin suoraan, emmeki osaa kertoa tai kuvata sitd (Polanyi 1983, 4). Hiljainen tieto
liittyy traditioihin, jotka kantavat asianmukaista tietoa mukanaan (Polanyi 1969). Yh-
teisollinen hiljainen tieto siirtyy yksilélle jaljittelyn, samaistumisen ja tekemisen kautta
suoraan ilman verbaalisia vilivaiheita. Esimerkiksi korrektiin puhetaitoon ei vilttamat-
td kuulu kielioppisaantéjen hallintaa. Opetustilanteissa opettajien ja oppilaiden viliset
suhteet sekd opettajan tietoisuus opetuksen sisillon luonteesta kuuluvat hiljaisen
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tiedon piiriin (Tom 2006). Erotuksena verbalisoituvasta tiedosta hiljainen ticto on
“tahmeaa” ja sen omaksuminen vaatii erityistd herkkyytti interaktiossa (Hakkarainen
ym. 2004, 124). Niinpi onkin luonnollista, ettd jonkin opetusryhmin jasenet oppivat
eri asioita tai samaa asiaa eri nopeudella, vaikka heille on tarjolla sama informaatio.
Hiljainen tieto voi olla lisnd myos intuitiossa (Koivunen 1997, 90).

Mekaanisella tiedolla tarkoitetaan rutiininomaisia suoritusvalmiuksia, joihin ei liity
perustelujen hallintaa. Tillaista tietoa voi olla esimerkiksi kertotaulun osaaminen tai
lasku-algoritmin kaytto.

Automatisoitunut tieto eroaa mekaanisesta siten, etta sithen kuuluu my6s tietoiset
perustelut (ks. Saariluoma 1992; Naveri 2009, 23). Automatisoitunut ja mekaaninen
tieto sadstavit informaation kasittelyssa tydmuistin resursseja. Tosin mekaaninen tieto
on kontekstisidonnainen ja altis virhesuorituksille, koska siihen ei kuulu perusteluja
teon oikeasta suorituksesta.

Intuitiivinen tieto poikkcaa mekaanisesta, automatisoituneesta ja hiljaiscsta tiedosta
siind, ettid se voi tuoda uusia elementtejd jo ennestddn tunnettuihin tietoihin. Fischbei-
nin (1994) mukaan intuitiivinen kognitio tuottaa tunteen, ettd jokin viite voidaan
hyviksya ilman muodollisia perusteluja. Niin hyviksytty viite voi olla joko sopusoin-
nussa tai ristiriidassa formaalin jirjestelmin kanssa. Jilkimmaisessi tapauksessa se on
esteend tehtivin suorittamisessa. Muutoin intuitio edistaa prosesseja. (ks. luku 3.1.2).

Tillainen tiedon erittely ja Andyysi on opetuksen suunnittelun ja evaluaation kan-
nalta hy6dyllinen. Tunnistamalla oppilaan puutteita jollakin osa-alueella, voi opettaja
puuttua asiaan tarkentavalla lisimateriaalilla. Kdytinnon oppimistilanteissa on hyva
pitad huolta siitd, ettd kaikki osaamisen ja tietimisen lajit kehittyvit tasapuolisesti.

Yhteenvetona voidaan todeta, etti tietoa ja ymmirtimisti ei voida erottaa toisistaan.
Syvillinen tieto edellyttdd aiheeseen paneutumista ja ymmartimistd. Toisaalta ymmar-
tidkseen asioita, on hankittava lisdi tietoa. Matemaattinen tieto kuuluu aktiivisen
tiedonkisityksen piiriin ja edustaa vahvaa tiedon lajia, koska se pyrkii perusteluillaan
antamaan vastauksia miksi-kysymyksiin. Tiedostamattoman alueen intuitiivista tietoa
ei tunneta vield kovin hyvin, joten se asettaa opettamiselle oman erityishaasteensa (ks.

3.1.2).

2.4 Oppiminen

Oppimisella tarkoitetaan von Wrightin mukaan (1996, 352) ei-hetkellisti muutosta
tiedoissa, taidoissa, kisityksissd ja tunteissa. Vaikka tunteilla on merkittavi vaikutus
oppimisessa (esim. Pehkonen 1996; Hannula ym. 2004b; Viitala 2015), ne on tissi
tyossd ohitettu. Sitd vastoin kohteen ontologista aspektia ei ole ohitettu, silld ilman
jonkinlaista kisitystd kohteen luonteesta ja alkuperisti oppija saattaa joutua um-
pikujaan. Jos oppimisen kohteesta ei saada otetta, matematiikasta voi tulla pelkkid
symbolien manipulointia. Opettajan tehtiva on fokusoida oppilaittensa ajatukset
tarkoituksenmukaisesti relevantteihin kohteisiin. T4ll6in tullaan ontologian alueelle
eli oppiin olevaisen luonteesta. Yksipuolisen orientaation korostaminen voi vaikeut-
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taa matemaattisten ajattelutaitojen kehittymistd. Esimerkiksi liiallinen esineellisen
havaintomaailman korostaminen saattaa vaikeuttaa siirtymistd ajattelussa formaalien
operaatioiden tasolle: Airettdmin kisitteelle on vaikea 16ytii esitysti konkreettisten
esineiden maailmasta.

2.4.1 Oppimiskohteen ontologinen luonne

Mielekkain oppimisen kannalta on tirkeds, ettd oppilaalla on kisitys tarkastelun koh-
teena olevan objektin luonteesta. Esimerkiksi luvuilla voi olla sellaisia ominaisuuksia
kuin parillisuus tai jaollisuus, mutta niilld ei ole fysikaalisen maailman ominaisuuksia
kuten esimerkiksi pituus ja paino. Matematiikka on fysiikan kieli, ja fysiikan kisitteet
eli suureet esitetdin lukuarvojen ja yksikkojen tulona. Joskus matemaattisia vaitteitd
voidaan perustella esineellisen maailman olioilla, toisinaan niilld on korkeintaan heu-
ristista arvoa todistamisessa (ks. Viholainen 2008). Popperin luokittelu selkeyttii ti-
lannetta ja antaa jasennystd esimerkiksi siitd, millaisien asioiden parissa tyoskennelldan,
miki on niiden alkuperi, miki on jirjestelmin mahdollinen rakenne tai miten niihin
paastaan kisiksi ja perustellaan viitteita.

Ajatellaan, ettd maailma muodostuu olioista sekd niiden ominaisuuksista ja suhteis-
ta. Selvyyden vuoksi on hyvi tehdi ero olioiden valisten suhteiden ja olioiden ominai-
suuksien valilld. Ne voivat olla tarkkaavaisuuden ja tutkimuksen kohteina, jolloin niita
kutsutaan objekteiksi. Objektien lukumiiri supistuu kahteen, kun ominaisuuksista ja
suhteista muodostetaan yhteinen universaalien luokka. Jiljelle jad siis kaksi objekti-
luokkaa: oliot ja attribuutit. Téssd tydssi universaalista kdytetdin nimitystd attribuutti.

Attribuuttien luonteesta ja suhteesta olioihin on kéyty loputtomia kiistoja. Platonin
mukaan todellisuudessa on olemassa muuttumattomien yliaistillisten ideoiden maail-
ma. Aistien tavoittama maailma on vain jonkinlainen ideoiden varjokuva (Niiniluoto
1990, 271), ja ideoista saadaan tietoa Platonin mukaan vain jirjen avulla. Jyrkin plato-
nismin mukaan vain suvut ja lajit (attribuutit) ovat olemassa tai ainakin todellisempia
kuin niihin kuuluvat oliot (Niiniluoto 1984, 124). Aristotelikkojen maailma koostuu
olioista ja niihin kuuluvista attribuuteista, joista saadaan tietoa aistihavaintojen avulla.
Attribuuttien luonteesta, tehtivistd ja olemassaolosta kiytiin keskiajalla kovaa kiistaa.
Tukeutuen Wilhelm Occamilaisen siistaviisyyden periaatteeseen nominalistit hyvik-
syivit vain yksildiden olemassaolon, mutta kielsivit, etta attribuutteja olisi todellisuu-
dessa (Niiniluoto 1990, 28).

Edelld mainittua luokittelua voidaan tarkentaa intuitionismilla ja formalismilla
(Niiniluoto 1984, 127). Intuitionismin mukaan esimerkiksi luonnolliset luvut ovat
annettuja, mutta muut luvut ovat ihmismielen aktiviteettien tulosta. Nominalistista
kantaa edustavassa formalismissa matematiikka on sdint6jen mukaista merkkipelid, ja
esimerkiksi aritmetiikka on tiedettd numeroista. T4ssa luokituksessa tulevat esiin myos
empiristien ja rationalistien nikemyserot matematiikasta. Rationalistit kohdistavat
huomionsa platonisiin ideastruktuureihin, mutta empiristien tutkimuskohteina ovat
mielen idealisoimat struktuurit (Vilkko 1997, 84; Nevanlinna 1963, 19-20). Edellisille
matematiikka on ideastruktuurien tutkimusta ja jilkimmiisten tutkimuskohteena ovat
idealisoidut systeemit.
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Popper on luokitellut maailman oliot kolmeen luokkaan: fysikaalisten olioiden tai
tilojen maailma, tietoisuuden tai mentaalisten tilojen maailma seka ajatusten objek-
tiivisten sisiltdjen maailma (Niiniluoto 1990, 14-20). Luokat erotetaan sisiltdjensi
mukaan indekseilld seuraavasti:

Popperin maailma 1 muodostuu fysikaalisista objekteista ja vuorovaikutuksista,
jotka noudattavat luonnonlakeja. Siihen kuuluvat meille tutut ympiriston esineet ja
oliot kuten poydit ja tuolit tai kissat ja koirat. Yleistavisti voidaan todeta, ettd maail-
ma 1:n oliot ulottuvat subatomaarisen tason hiukkasista galakseihin ja niiden valisiin
vuorovaikutuksiin kuten voimat, voimakentit ja radioaallot. Popperin mukaan uni-
versumi ei ole muuttumattomien substanssien kokoelma, vaan joukko interaktiossa
olevia prosesseja. Fysikaalisten entiteettien maailmaa voidaan jarjestdd hierarkkisesti
alkeishiukkasista, kaasuihin, nesteisiin, kiinteisiin aineisiin sekd niiden muodostamiin
organismeihin ja niiden populaatioihin. Kehitysjirjestys on voinut tuottaa sellaisia
piirteitd, joita ei voida ennustaa alempien tasojen ominaisuuksien pohjalta.

Popperin maailma 2 on subjektiivisten kokemusten alue, jonka elementteji ovat
mentaaliset tilat tai tietoisuuden tilat tai ehkd behavioraaliset toimintataipumukset
(Niiniluoto 1990, 17). Tajunta ja kokemuksellisuus edellyttivit hermojirjestelmii,
joka on evoluution kautta kehittynyt maailma 1:sti. Niin ollen myos eldimilld voi olla
hermostollisen tajunnallisuuden perusteella kokemuksellista informaatiota ymparis-
tostdan, mutta vain ihminen on saavuttanut itsetietoisuuden tason. Popperin mukaan
ihmisaivot ja ihmismieli kehittyivit kielen synnyn aiheuttaman evolutiivisen paineen
alaisina. Siten maailma 2 on osaltaan maailma 3:n tuote.

Popperin maailma 3 sisaltdi sosiaalisen toiminnan tuloksena aineelliset ja abstraktit
kulttuurituotteet seki yhteiskunnalliset muodostelmat, mika edellyttda maailma 1:n ja
2:n olemassaolon. Tamin maailman olioita ovat esimerkiksi ajatukset, tieteelliset teori-
at, taideteokset ja sosiaaliset instituutiot, jotka voidaan viel jakaa “ruumiillistuneisiin”
(embodied) ja "ei-ruumiillistuneisiin” (unembodied) objekteihin (Niiniluoto 1990, 23).
Edellisiin kuuluvat materiaaliset artefaktit kuten kirjat, setelit ja taideteokset, joilla on
maailma 1:n fysikaalisia ominaisuuksia. Toisaalta niilld on tilanteesta riippuen myos
yhteyksid maailma 2:n ja 3:n kanssa. Niitd ovat esimerkiksi tekstin sisiltd, tulkinta,
merkitys, arvo ja kdyttotarkoitus, jolloin ne voivat edustaa yksilollistd ajatusmaailmaa
tai maailma 3:n kulttuuriesineistod. Viimemainituilla on lisaksi sellaisia piirteitd, joita
sinne ei ole tietoisesti asetettu. (Niiniluoto 1984, 128). Jotkut abstraktit oliot voidaan
reprodusoida ja tallentaa maailman 1 ja 2 esityksind. Esimerkiksi luku voidaan kirjoittaa
paperille tai painaa mieleen mentaalisena konstruktiona. Sosiaaliset instituutiot kuuluvat
“ei-ruumiillistuneisiin” maailma 3:n olioihin, joiden konstituenttina ei ole fysikaalista ob-
jektia. Niiden toimintaymparisto edellyttad kuitenkin maailma 1:n ja 2:n olemassaoloa.

Yksilon konstruoima kisite kuuluu Popperin maailma 2:een, mutta myds maail-
ma 3:n kisitteet ovat yksilon synnyttimii ja ylldpitimii. Joskus puhutaan, ettd my6s
ominaisuudet ovat kisitteitd. Esimerkiksi yhteenlaskun vaihdannaisuus on laskutoimi-
tuksen ominaisuus, mutta toisaalta se on yleistyksen tulos eli kisite Popperin maailma
2:ssa ja 3:ssa. Oppimisen nikokulmasta voidaan todeta, ettd matematiikka on kulttuu-
rituote, jota sosiaaliset yhteisot kehittivit ja pitavat ylla. Oppijan on hyvi tietdd, minka
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ympdriston puitteissa hin keskustelee tai perustelee viitteitadn, silld arkimaailman,
fysitkan maailman ja aksiomaattis-deduktiivisen maailman ajattelutavat poikkeavat
toisistaan oleellisesti (ks. luku 2.2.4).

2.4.2 Oppimiskdasityksid

Kupari (1999, 34) on listannut oppimisnikemysten kehitysvaiheet viimeisen sadan
vuoden ajalta seuraavasti: toistava laskutaitojen harjoitus (Thorndike: 1920-1930),
mielekds oppiminen (Brownell: 1930-1950), spiraaliperiaate, johon kuuluu rakentei-
den oppiminen (Bruner, Gagne: 1960-1970) ja 1980-luvulta lihtien konstruktivismi
(Piaget, Wittrock, von Glasersfeld). Niistd vaiheista kolme ensimmiistd kuuluvat
behavioristiseen traditioon ja neljis kognitiiviseen oppimiskasitykseen (emt., 33). Ku-
parin luokitus heijastaa pikemminkin opetustapahtuman historiallisia kidanteitd kuin
antaa yleiskuvaa kyseisten ajanjaksojen oppimisnakemyksista.

Nykyisten oppimiskasitysten mukaan tiedon siirtimistd ei pidetd mahdollisena,
vaan tiedon saavuttaminen on oppijan omakohtaisen aktiivisuuden tulosta (esim.
Wittrock 1974). Opetuksen tarkoituksena on auttaa oppijaa rakentamaan, omaksu-
maan, ymmartiméiin ja kdyttimdin uutta tietoa. Tamai edellyttdd oppimisteorian lisik-
si my6s oppiainckohtaista ontologista ja tictoteoreettista selvitystyoti. Vaikka esimer-
kiksi matematiikan ja kemian kohteet ovat erilaisia, tiedonhankinta niissi noudattaa
samanlaisia toimintaperiaatteita. Lisaksi tietimiseen kuuluu kyky arvioida kisityksen
pitevyyttd, pohtia itsendisesti sen puolesta ja sitd vastaan esitettyja perusteluja, jotka
vaativat tiedon menetelmien hallintaa (Puolimatka 2002, 11-12). Tietoteoreettinen
selvitysty6 johtaa lopulta tiedollisten siannénmukaisuuksien tutkimiseen, joka on
vaivalloista tyoti kuten Ollila (1996, 6) toteaa.

Ennen laskinaikaa tarvittiin asioiden hoitamiseen sujuvaa laskutaitoa. Nykytek-
niikan vilineet auttavat laskutehtdvissi, mutta laskutaidon paremman hallinnan
vuoksi periaatteiden ymmartimiseen opetuksessa on pyritty kiinnittimain enemmin
huomiota. Konstruktivismi pyrkii vastaamaan tietoyhteiskunnan haasteisiin kuten
tiedon hankitaan, sen kisittelyyn, ymmartimiseen ja soveltamiseen. Konstruktivismi
ei kuitenkaan ole yhteniinen koulukunta, vaan sen katteessa on monia yhteismitat-
tomia suuntauksia (ks. Tynjild 1999; Miettinen 2000; Leinonen 2007). Esimerkiksi
oppijakeskeinen malli, tutkivan oppimisen malli ja ongelmakeskeinen malli kuuluvat
konstruktivistiseen ajatusmaailmaan (Puolimatka 2002, 14).

Nykyisin oppimiskisitykset jactaan kolmeen luokkaan: tiedonhankintanikemys,
osallisuusnikemys ja tiedonrakentelu. Luokitus perustuu siihen, kuinka tieto, sen
lihteet, muodostus ja tiedon tehtivit ymmirretiin. Sfard (1998; 2002) puhuu tiedon-
hankintametaforasta (acquisition metaphora) ja osallisuusmetaforasta (participation
metaphora). Edellisen mukaan tieto on objekti, joka voidaan hankkia opiskelemalla.
Tietdmiselld tarkoitetaan tilaa, jossa yksilon hallussa on kisitteitd, skeemoja ja strate-
gioita. Sfardin (emt.) mukaan tiedon hallintaan kuuluu vieli laatuluokitus tietoteo-
reettisin perustein. Jos viitteen perustelut hallitaan, on kysymyksessi ymmirretty
tieto. Tieto ilman ymmirtimisti (knowledge without understanding) on informaa-
tiota, jonka oppiminen perustuu mm. toistamiseen ja ulkolukuun kuten kertotaulujen
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opettelu. Ymmartavissi oppimisessa korostetaan oppijan omachtoisia mielen sisiisia
prosesseja, jotka tuottavat strukturoitua sisaistettya tietoa kestomuistiin.

Ausubel (1968) on jittinyt oppimisteorioihin ohittamattoman teesin, jonka mu-
kaan kaikki oppiminen perustuu jo aiemmin hankittuun tietoon. Mielekis oppiminen
nihddin tuottavana (generative) tapahtumana, missi luovien prosessien (discovery)
kehittimit ideat integroidaan oppijan tictojirjestelmiin (Wittrock 1974, 182). Sfard
(2002, 9) piti mielekkdin oppimisnikemyksen pahimpana ongelmana oppimistulos-
ten arviointikriteerien puutetta. Hinen mukaansa ymmartiminen on yksilon sisiinen
kokemus, joka on ulkopuolisen arvioinnin ulottumattomissa.

Sfradin mukaan osallistumismetaforassa oppiminen ei suuntaudu edellisen tapaan
yksilon “pdin sisille”, vaan se tapahtuu sosiokulttuurisissa ympiristdissi (Greeno
ym.1998). Sosiokulttuurisen perinteen mukaan ajattelu on yhteisollinen ilmi6, missi
kielelld on keskeinen asema kulttuuria yllipitavind, tuottavana ja vilittavina tekijand
(Vygotsky 1982). Oppiminen on diskurssiin liittymistd, toimintayhteisé6n kasvamista
tai aktiviteettien uudelleen jirjestymisti (Sfard 2002, 7). Parhaat edellytykset oppimi-
selle on Vygotskin lihikehitysvyohykkeessd, kun oppija saa ohjaajaltaan tukea ja siirtyy
diskurssin reunalta keskustaa kohti. Yhteison jisenyyden saavuttaminen merkitsee
tilannekohtaisten toimintasiintojen omaksumista, miki nikyy esimerkiksi korrekti-
na kielenkiyttoni (ks. Ahonen 1998; Aaltola, 1989)). Tiedonhankintametaforassa
tieto nihdain yleistettynd ja kontekstista riippumattomana mielen ominaisuutena,
kun taas osallisuusmetaforassa yksilé hallitsee yhteisolliset normit ja tilannekohtaiset
toimintatavat.

Tiedonhankintametaforan heikkoutena voidaan pitda sitd, ettd yleistetyn tiedon
situationaalinen luonne ja kiyttéyhteydet jdivit kovin vihille huomiolle. Yhteis66n
kasvamisessa taas mentaaliset prosessit ohitetaan (Sfard 1998). Niiden puutteiden
korjaamiseksi on kehitetty “kolmas tie”, missa tiedon hankkimisen ja osallisuuden
lisiksi otetaan huomioon tietoteoreettiset seikat kuten tiedon luonne, alkuperi ja
tehtivit (esim. Bereiter 2002; Hakkarainen ym. 2004; Paavola ym. 2004). Tamin
nikemyksen mukaan yhteiso ei vain sailytd ja vilita kulttuurisia perinteitd sukupolvelta
toiselle, vaan luovilla prosesseilla tuottaa uutta tietoa ja muuttaa sosiaalisia kdytintoja.
Tiedon rakentelu perustuu kolmikantaan, missa yksilon ja yhteison vuorovaikutusta
vilittivie kisiteeelliset artefaktit (Niiniluoto 1990, 20). Tietotuotteita ovat esimer-
kiksi kisitteet, teoriat, mallit ja kieli. Bereiter (2002) huomauttaa, etti kisitteelliset
artefaktit ovat pikemminkin yhteison tuottamia ja jakamia kuin yksilon subjektiivisia
ajatuksia. Popperin ontologinen kolmijako tiydentaa rakentelukuvaa, kun fysikaaliset
oliot sijoitetaan maailma 1:en, mentaaliset ilmi6t ovat maailma 2:n olioita ja kulttuuri-
luomukset kuluvat maailma 3:een (Niiniluoto 1990).

Matematiikanopetuksen kannalta tiedonrakentelun metaforaa selkeyttdd entises-
tiin Tallin (2004) matemaattisten maailmojen luokittelu: kisitteellis-empiirinen,
symbolis-proseptuaalinen ja formaalis-aksiomaattinen maailma. Luokat voidaan nihda
erillisind, mutta niiden limittyminen tekee yksilollisen kisitteenmuutoksen joustavaksi
(Hihkidniemi 2006; ks. 2.2.4). Tall ja Vinner (1982) tekivit vield eron mentaalisten ja
julkisten kasitteiden vilille, jotka vastaavat Popperin maailma 2:a ja 3:a.
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2.4.3 Syvd- ja pintasuuntautunut opiskelu

Tutkiessaan oppimista Siljé (1979) ja Marton ym. (1980; 1993) erottivat toisistaan
kaksi erilaista tekstin prosessointitapaa, joista he kiyttivit nimityksid pintasuuntau-
tunut ja syvasuuntautunut opiskelustrategia. Edellisessa opiskelija pyrkii keriaméin
materiaalista erillisten viitteiden joukkoja ja muistamaan tekstin yksityiskohtaisesti
myohempai kiyttod varten. Tavoitteena on esimerkiksi tentista selviytyminen, kurssin
suorittaminen tai tiedon soveltaminen. Pintasuuntautuneita tasoja on kaikkiaan kolme
kuten syvisuuntautuneitakin, ja Marton ym. (1993, 288) kiyttivit termid ‘merkitys’
siitd tavasta (the way of secing) tai nikokulmasta asiaan, joka erottaa nimi tasot
toisistaan.

Syvisuuntautuneissa strategioissa irralliset viitteet eivit dominoi oppimista, vaan
oppimateriaali pyritiin jisentimiin ja hahmottamaan kokonaisvaltaisesti. Heidin
luokituksessaan alkeistaso on tekstin tarkastelua yhdesta nikokulmasta. Astetta rik-
kaamman tulkintavalikoiman antaa seuraava taso, jossa opiskelija tarkastelee oppima-
teriaalia eri nikokulmista. Talloin tekstistd etsitddn yhteyksid, arvioidaan sisiltod ja
suhtaudutaan tekstiin kriittisesti. Tiedonkisittelyn ja tulkintojen tulos integroidaan
aiemmin opittuun tietojirjestelmiin. Martonin ym. (emt. 292) strategiahierarkkian
ylimmalla tasolla on opiskelijan ajattelutapojen muuttuminen ja yksilon henkinen kas-
vu, kun hin tulkitsee ja tyostaa oppimismateriaalia. Syvasuuntautuneesta ja holistisesta
opiskelustrategiasta voidaan kiyttidid myds nimitystd ymmirtivd oppiminen (Entwistle
1988).

Tissa luvussa tarkasteltiin niitd avaintekijoitd, jotka pohjustavat matemaattisen
ajattelun ja ymmartimisen analyysid. Tiedolla on keskeinen asema ihmisen ilyllisissa
toiminnoissa, ja sitd on saatavilla eri lihteista runsain maarin. Tiedon kéytossa ihmis-
ten hyvinvoinnin lisiamiseksi on paljon toivomisen varaa. Se nihddin esimerkiksi ho-
metalo- tai terveysongelmissa. Niinpi tiedon hankinta ja sen "asianmukaisen” kidyton
oppiminen tarjoavat vakavan haasteen koulutukselle. Vaikka tunteilla, hiljaisella tie-
dolla tai intuitiolla on tirkeitd tehtavid oppimisessa, tissd tyOssd rajoitutaan etupaissa
kisitteellisen tiedon, ajattelun ja ymmartimisen problematiikkaan.
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3 Matemaattinen ajattelu ja ymmaértiminen

Vuoden 1965 fysiikan nobelisti Richard Feynman ihmetteli oppimistapahtumaa
seuraavasti:

En tiedd, mikd ihmisid vaivaa. He eivit opi ymmdrtimdlli. He oppivat jollakin
muulla tavalla, ulkoa tai jotenkin? (Brunila 1997)

Ajattelua, ymmirtimistd ja oppimista ei voi erottaa toisistaan, silli ymmirtiminen
syntyy ajattelun tuloksena. Toisaalta ajattelu ei voi toimia autonomisena ilman viite-
kehysti, teoreettista taustaa ja kisitteellistd vilineistod, jonka asioiden aiempi ymmar-
timinen tarjoaa. Oppiminen toimii tissd dialektisessa prosessissa valittavina tekijana.

3.1 Matemaattinen ajattelu

3.1.1 Ajattelun luonteesta

Ajattelu ei ole dlyllisten toimintojen erillinen elementti, vaan se on olennainen osa niin
tiedollisissa ja taidollisissa aktiviteeteissa kuin niiden oppimisessakin. Kun lapsi opet-
telee esimerkiksi lukemaan, jo yksinkertaisen tekstin ymmartiminen sisdltad hianelle
ongelmanratkaisua: lapsi ei voi ymmairtaa lukemaansa tekemittd pddtelmii ja kiytea-
mirttd hyvikseen tictoa, joka pitkille ylittdd sen, mika sisileyy itse tekstiin (Resnick
1987). Tekstilld on merkitys vasta osana laajempaa kulttuuriin kuuluvaa viitekehysta.
Kalliokoski (1992) toteaa lyhyesti: i ole tekstii ilman kontekstia. Mitid pidemmille
luku- tai laskutaidoissa halutaan paistd, sita tirkeaimmaiksi tulevat taustatietojen laa-
juus ja reflektiivisen ajattelun taidot (von Wright 1996).

Ajattelua voidaan pitdd prosessina, jossa ideoita yhdistetdin toisiinsa ja paitelliin
jotakin (Mehtildinen 1992, 18). Ajatteluprosesseja ovat esimerkiksi luokittelu, pait-
tely, argumentaatio, piitoksenteko ja ongelmanratkaisu. Kiinnostava informaatio
virittdd prosessin, joka tunnistaa tilanteen edellyttimin hahmon. Hahmotuksessa
valikoidaan ja yhdistetddn ajattelun perustana olevia tietosisiltdji (Laarni ym. 2001,
109). Olennaisten ja epiolennaisten seikkojen tunnistaminen, valinta ja jisentiminen
ovat edellytykseni sellaisen ongelma-, paittely- tai paitoksentekoavaruuden muodos-
tamiselle, jonka pohjalta voidaan paistd eteenpidin.

Viitoskirjassaan Joutsenlahti (2005, 51) tarkastelee matemaattista ajattelua eri
nikokulmista: uskomukset, kulttuuri, matemaattiset kyvyt, informaation prosessointi
ja ongelmanratkaisu. Laajan kirjallisuuskatsauksen pohjaltakaan hin ei loytinyt yhte-
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niistd kuvausta tai mairitelmai matemaattiselle ajattelulle. Ajattelun keskeisimpia pro-
sesseja ovat Mason ym. (1984) mukaan erikoistapaukseen siirtyminen (specializing),
otaksumien esittiminen (conjecturing), yleistiminen (generalizing) ja vakuuttaminen
(convincing). Ajattelua voidaan lahestyd myos strategioista kisin, joita ovat esimerkiksi
lukujonotaidot, analogian muodostaminen, yksittdistapauksen kayttaminen, deduktii-
vinen piittely ja taaksepdin piittely.

Lauseiden valmiit todistukset, ongelmien ratkaisut tai tieteelliset artikkelit edus-
tavat pikemminkin normatiivisia paittelyihanteita kuin matemaattisen ajattelun
suoritusprosessia. Resnick (1987, 7) kirjoittaa: matemaattinen ajattelu on itseniisti ja
kompleksista toimintaa. Siind on siedettivd epavarmuutta ja ristiriitaisuuksia. Ratkai-
suvaihtochtojen etsimisessd tarvintaan mairitietoisuutta ja luovuutta informaalin ja
formaalin tiedon viidakossa.

Usein ajatellaan, ettd matematiikka on loogista ja tiukkoihin saintéihin perustu-
vaa paittelyd. Ajatteluun liittyvan paittelyn kannalta on kuitenkin hyva tehdi ero
normatiivisen eli loogisen péittelyn ja naturalistisen piittelyn valill. Jalkimmaiiseen
kuuluvat myo6s arkipaivin tilanteet, joihin liittyy monenlaisia vaaristymia kuten edus-
tavuusheuristiikka tai vahvistusilluusio (esim. Marzano 2001, 42; Hakkarainen ym.
2004, 35-40). Matemaattinen paittely on normatiivisen ja tictoisen ajattelun lisaksi
my9s intuitiivista (Skemp 1988; Merenluoto 2001; Viholainen 2008; Raami 2015).
Varsinainen argumentaatio voidaan kuvata lyhyesti kolmivaiheisena: heuristisen idean
keksiminen tehtivin ratkaisulle, ratkaisun looginen perustelu ja edellisten kytkeminen
toisiinsa (Viholainen 2008, 17). Viholainen kutsuu viimeisti vaihetta avainideaksi,
jonka perusteella todistaminen suoritetaan ja ymmarretaan, miksi viite on tosi. Niistd
vaiheista vain keskimmiiseen kuuluu tiukka looginen piittely, joka esitetian symbo-
lisen manipuloinnin avulla. Kaksi muuta vaihetta sisiltivat formaalien elementtien
lisaksi informaalia taustatietoa ja intuitiivista paattelya.

3.1.2 Intuitio matemaattisessa ajattelussa

Ericssonin (2003, 38) mukaan intuitio on ei-tictoinen aktiviteetti, jolla ei ole verbaalis-
ta esitysti. Fischbein (1994) tarkastelee intuitiota yhtend matemaattisen ajattelun kol-
mesta komponentista, joista kaksi muuta ovat formaali ja algoritminen komponentti.
Intuition luonnetta ja tehtivid ajattelussa on tutkinut tarkemmin Asta Raami (2015)
vaitoskirjassaan Intuition Unleashed.

Termi ’intuitio’ on monimerkityksinen. Se viittaa esimerkiksi tietoon, kognitiivisiin
prosesseihin tai prosessien tuotoksiin. Intuitio on ajattelun keskeinen tekiji arkitoi-
minnoissa, ongelmanratkaisuissa ja asiantuntijatehtivissi kuten myos tieteellisessd
paattelyssi ja taiteessa. Ajattelussa intuitio on osittain tai kokonaan tiedostamattomana
elementtina tietoisen toiminnan rinnalla, josta se voi pulpahtaa selkedin tietoisuuteen
ja hivitd taas tiedostamattoman alueelle (Rauhala 1997, 65). Asiantuntijan intuitiot
perustuvat syvillisiin pohjatietoihin, joiden varassa luodaan uutta tietoa, oivalletaan
uusia yhteyksia tai jopa luodaan kokonaan uusia maailmankatsomuksia. Joskus kuiten-
kin pohjatiedot, nikokulmat tai valmiit viitekehykset kahlitsevat litkaa luovaa toimin-
taa (Raami 2015, 54).
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Kirjallisuuteen viitaten Raami (2015, 53) luokittelee intuitioprosessit tiedonmuo-
dostuksessa seuraavasti: assosiatiivinen (associative), sovittava (matching), keraiva (ac-
cumulative) ja konstruktiivinen (constructive) intuitio. Ensin mainitussa tapauksessa
implisiittisesti tehdyt havainnot aktivoivat automaattisesti informaation keraamista
ja soveltamista sen perusteella, ettd ne ovat aiemmin osoittautuneet kayttokelpoisiksi.
Sovittavassa intuitiossa oppiminen ja mieleen palauttamisprosessit ovat jasentyneem-
pid kuin edellisessa tapauksessa. Siind uutta informaatiota tarkastellaan esimerkkita-
pausten valossa, ja havaintojen tekeminen perustuu monimutkaisiin viitekehyksiin.
Molemmissa tapauksissa aktiviteettien edellytyksend on korkea motivaatio, joka pita
ylla aineiston automaattista integroitumista aiemmin opittuihin tietojirjestelmiin.
Kerddvissd ja konstruktiivisessa intuitiossa painopiste siirtyy tiedon lisidmisestd uuden
tiedon integroitumisen chtoihin. Tiedon kerdidmisessd uuden informaation hyviksy-
misehdoilla on tietyt kriteerit. Ehtojen tdyttymista arvioidaan huolella, ennen kuin
informaatio hyviksytain osaksi aiempaa tietojirjestelmaa.

Edelld mainitut intuitiotyypit tydstivit informaatiota osittain tiedostamattomasti.
Tillaisia tyoskentelytapoja ovat aiemmin opittujen mallien tunnistaminen, muistin
jaljittiminen ja havaintojen tekeminen. Vasta lopputulos oivalletaan selvisti. (Raami
2015, 53).

Monet tutkijat kuten Skemp (1987), Sierpinska (1994), Tall (1991) ja Harel (2009)
ovat tutkineet ymmartimistd ajattelun resurssina, paittelyni ja sen tuloksena. Skemp
(1987,172) kuvaa ilyllisti toimintaa mallilla, jossa on rakenteellinen ja operationaalinen
ulottuvuus: ymmirtiminen (understanding) ja paittely (reasoning). Ymmirtimiselld
hin tarkoittaa valmiuksia tai kykyja, joita on kolme lajia: instrumentaalinen, relationaa-
linen ja looginen ymmartiminen. Kielellisen ja tictoteoreettisen sekaannuksen vileta-
miscksi hin ei halua kiyttaa ilmausta formaali ymmirtiminen, vaan puhuu loogisesta
ymmartimisesti. Matemaattisessa paittelyssd intuitiivinen ja reflektiivinen ulottuvuus
liittyvit ymmirtimisen lajeihin niin, ettd mallissa on kuusi luokkaa (Taulukko 1).

Taulukko 1. Matemaattisen ajattelun luokitus (Skemp 1987, 172).

Ymmartamisen lajit

Instrumentaalinen Relationaalinen Looginen
Paattelyn Intuitiivinen I, R, L,
muodot Reflektiivinen l R, L,

Instrumentaalisella ymmirtimiselli Skemp (emt.) tarkoittaa symbolien mani-
pulointikykya ja niiden tilannekohtaista kiyttimistd ilman, ettd yksilo tietdd, mihin
hinen muistissaan olevat siinnét perustuvat (rules without reason). Kahdessa muussa
tapauksessa ymmartiminen koskee matemaattisten ideoiden sisiltojd, joita symbolit
ilmaisevat. Ymmartimisen relationaalisessa luokassa siannét ovat oppijan hallinnassa,
joista hin voi johtaa tilannekohtaisia tapauksia. Loogiseen ymmartimiseen kuuluu
formaalin logiikan kiyttiminen viitteiden perusteluissa.
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Intuitiivinen péittely tuottaa tilannekohtaisia heuristisia paatelmii, joiden pite-
vyydesta ei yksilolld ole vilttimattd esittad perusteluja. Reflektiivinen ajattelu etenee
tietoisesti yksilon oman kisitejirjestelmin ehdoilla. Reflektiivisessi ajattelussa voidaan
kombinoida muistissa olevia rutiinisdantdja (L) ja kisitteellisid siannonmukaisuuksia
(R,) tai tuottaa viitteen perustelut aksiomaattis-deduktiivisen systeemin mukaisesti
(L,). Kahdelle viimeksi mainituille tapauksille on tunnusomaista perustellut ajatukset
cli vastaaminen kysymykseen "Miksi?” (emt. 111).

Fischbein (1994) pitad formaalin ja intuitiivisen aspektin kytkentdd paiteelyssi,
ymmirtimisessi ja ratkaisuprosesseissa monimutkaisena ja toistaiseksi heikosti tun-
nettuna. Koska intuitio on osa matemaattista ajattelua (ks. esim. Merenluoto 2001;
Viholainen 2008), se on episelvyydestiin huolimatta otettava huomioon matematii-
kan opetuksessa. Fischbeinin jilkeen mm. Ericsson (2003) ja Raami (2015) ovat asiaa
selvittaneet, mutta paljon olisi vield tutkittavana.

3.2 Ymmartiaminen ja mielekds oppiminen

Amerikkalainen kasvatuspsykologi William A. Brownell (1895-1977) mainitaan
usein mielekkdin oppimiskisityksen pioneerina (ks. esim. Kilpatrick & Weaver 1977;
Kieran 1994). Hinen mukaansa jo matematiikan alkeisopinnoissa on kiinnitettivi
huomio siihen, ettd oppilaat ymmirtiisivit aritmetiikan laskutoimitukset mielekkiina
operaatioina mekaanisen muistamisen sijasta (Brownell 1935). Kasvatuspsykologian
tunnetuimpiin teorioihin kuuluu mielekkiin oppimisen teoria, jonka Ausubel (1968)
rakensi Brownellin inspiroimana (Ausubel & Robinson 1973). Sanalla ‘mielekkyys’ on
tassd kaksi ulottuvuutta, joista toinen liittyy affektioihin ja toinen kognitioon. Ei riit4,
ettd oppilaalla on halu oppia, vaan oppimateriaalilta edellytetdin yhteensopivuutta
oppijan aiemmin omaksumiin tietoihin. Integroitumisessa eli assimilaatiossa uusi idea
ei liity mielivaltaisesti ja madrimuotoisesti oppijan aiempaan tietojirjestelmain, vaan
uusi sanoma integroituu luontevasti seki sisillon ettdi muodon puolesta aiempaan
tietosysteemiin. Jos idean liittyminen muistiin ei tiytd edelld mainittuja ehtoja, on
Ausubelin (emt. 54) mukaan kysymyksessa rutiinioppiminen.

3.2.1 Merkityksen ymmdrtidminen

Merkitys voi esiintyd ymmirtimisen vastinparina. Toiset selittdvit Deweyn
(1998/1910, 137) tapaan ymmirtimisen merkitykselld, jolloin ymmirtiminen on
erddnlainen tulkintojen raja-arvo (Vartiainen 2005,142). Hermeneutiikassa prosessi
etenee piinvastaisessa jirjestyksessi (Kusch 1986). Ymmirtiminen hermeneuttisessa
traditiossa johtaa kokonaisvaltaisiin ja mielekkiisiin eliminkokemuksiin (Puolimatka
& Airaksinen 1994; Virri 2004), joiden tarkastelu jdi timin tutkimuksen ulkopuolel-
le, kun pddpaino on kognitiivisissa prosesseissa. Merkitys on sikili tirked entiteetti, ettd
me ymmarrimme tai emme ymmarra asioiden tai tekstien merkityksia.

Merkityksen kisitettd on hankala maaritelld ilman, ettd paddytdin kehapaitelmain.
Sanalla ‘merkitys’ on suuri méira merkityksid, joille on vaikea 16ytaa riittivasti yhteisia
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piirteitd saatikka méidritelmaa. Sen vuoksi sitd voidaan pitaa "pelin” kaltaisena punos-
kisitteend. Merkitys voi olla henkilokohtainen kokemus, mutta se voi olla myds yhtei-
s6llinen ja kulttuurinen entiteetti, joka ilmaistaan indeksin, ikonin tai symbolin avulla.
Koska kieli on opetustilanteissa keskeinen viestinnin viline, tissi tyossa tarkastellaan
merkitysta enimmékseen semantiikan ja kielenkdyton nikokulmasta.

Merkitysten suureen miiriin viittaa Ogden ja Richardsin (1946) tyd, jossa anne-
taan 16 eri mairitelmai sanalle ‘merkitys. Taylor (1970, 112-140) jakoi merkityksen
teoriat kahteen luokkaan: Fido-fido -teoriat ja kausaaliteoriat. Edellinen viittaa siihen,
ettd sanan merkitys on tietty kohde, jota sana vastaa. Lauseen merkitys on se tilanne,
jota lause kuvaa. Kausaaliteoriassa sanat saavat merkityksensi ehdollistamisen tai sithen
verrattavan prosessin kuvauksena. Alston (1964, 11) puolestaan ryhmittelee kielelliset
merkitykset kolmeen luokkaan: referenssiteoriat, ideaatioteoriat ja kiyttdytymisteori-
at. Referenssiteorioissa kielellisten ilmausten merkitykset ovat kohteita, joihin viita-
taan tai mitd nimetdan. Ideaatioteorioissa tarkastellaan sanojen ja lauseiden kayttod
ajatusten, ideoiden ja kokemusten ilmaisemisessa. Kiyttiytymisteorioissa kielellisen
ilmaisun merkitys on se reaktio, jonka puhujan ilmaisu saa kuulijassa aikaan. Viitaten
Wittgensteiniin (1981/1953) Aaltola (1989) lisdd edelld mainittuihin luokkiin vield
kielen kiytt63 koskevat teoriat. Téll6in sanojen ja lauseiden merkitykset palautuvat
kielenkiyton julkisyhteisollisiin sddntoihin, jotka ovat luonteeltaan normatiivisia.

Tissa tyossa referentiaalisella ja holistisella merkitykselld on keskeinen asema. Edel-
lisen tapauksessa semanttinen viittausrelaatio kytkee merkin tarkoitteeseensa, kun taas
jalkimmaisessd merkin, ajatuksen tai tunteen merkitykselld tarkoitetaan sen asemaa
ympiristossian. Talloin merkitys on luonteeltaan dualistinen, silld yksittdinen merkki
viittaa kohteeseen, mutta kohteen merkitys riippuu valitusta kontekstista. Esimerkiksi
symboli % voi viitata yksittdiseen rationaalilukuun, summaan % + % + % tai kolmen
esineen jakamista neljille jne. Vield on erotettava intention kohde eli asia siihen liite-
tysti sisallostd, jolloin puhutaan ekstensiosta ja intensiosta. Vaikka ekstensio olisi sama,
voi intensio muuttua valitun nikékulman mukaan. Esimerkiksi kemistin, geologin ja
sijoittajan nakokulmasta voi yksittaisella kultakappaleella olla hyvinkin eri intensio.

Semantiikka tarkastelee kielellisia ilmauksia kulttuuristen merkitysten kantajina,
eikd kielenkdyton mentaaliseen rooliin kiinnitetd huomiota. Sanoman ilmaiseminen
ja ymmartiminen edellyttavit kuitenkin aktiivista otetta, jossa sopivan kontekstin ja
nakokulman valinta on lihtokohtana referentiaalisten merkitysten tavoittamisessa.
Sana ’tarkoittaa’ on sanan ‘ymmirtdd kianteistapahtuma. Kun puhuja tai kirjoittaja
kiytdd kielellistd ilmaisua ajatuksensa "merkitsemiseen”, on ajatus ilmaisun merkitys.
Tarkoittaessaan jotakin kohdetta subjekti suuntaa ajatuksensa tiettyyn erityiseen ob-
jektiin, johon hian liittdd sopivan ilmaisun. Kuulijan tai lukijan tehtivi on tavoittaa
puhujan tarkoittama ajatus eli ymmartai kyseisen ilmaisun merkitys taustatietojensa
varassa. Kommunikoinnissa valinta-avaruus on esittijin ja vastaanottajan kannalta laa-
jaja monisiikeinen, eiki viirinkisityksid ole aina helppo vilttaa (Aaltola 1989, 16-27).
Kun kuulija ei tavoita sanoman sisiltod laisinkaan, puhe on hinelle pelkkai sanaheli-
nii. Jos ilmaisulta puuttuu kohde, on kysymyksessi nonreferentiaalinen ajattelu, josta
Harel (2009) antaa useita esimerkkeji logaritmien supistamistehtavissi. Pedagoginen
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ongelma on, mita sanoja kiytetdin, kun ilmaisua halutaan tarkentaa sisillon tai koh-
teen osalta.

Motivaation nikokulmasta merkitys liittyy erilaisiin henkil6kohtaisiin arvoihin ku-
ten kognitiiviset, esteettiset, praktiset, sosiaaliset tai ammatilliset arvot (Ollila 1996).
Jos oppilas nikee, ettd matematiikalla ei ole merkitystd hanen tulevaisuudensuunnitel-
missaan tai arvomaailmassaan, voi kiinnostus matematiikkaan jiida vihaiseksi. Hin ei
siis ymmirrd, miksi hinen tiytyy opiskella matematiikkaa (Kilpatrick ym. 2001, 118).
Tissa tyossd tutkimuksen kohteena on mielekds oppiminen ja ymmirtimisen edis-
timinen matematiikassa, jossa oppimiseen vaikuttavat affektiot ovat vain kitketysti
mukana.

3.2.2 Ausubelin oppimismalli

Ausubelin (ks. Novak 1997, 11) mukaan kisitteenmuodostus on jatkumo, jossa on
kaksi ddripadta. Toisessa yksild ottaa vastaan (reception) kisitteen, ja toisessa keksii sen
itse (discovery). Edelliselli tarkoitetaan sitd, ettei oppilas itsendisesti keksi oppimate-
riaaliin sisiltyvad ajatusta. Opettaja voi esimerkiksi ndyttdd muutaman kolmion ja to-
deta, ettd kolmion kulmien summa on 180 astetta. Oppilaan pditettaviksi ja viitteen
hyviksyminen tai hylkiaminen miirimuotoisena. Tilanne on toinen, kun oppilas itse
oivaltaa symbolisen esityksen merkityksen tai kuvallisen esityksen siannonmukaisuu-
den (yleistys tai periaate). Esimerkiksi kolmioita tutkiessaan opiskelija itse huomaa, etti
kulmien summa niyttid olevan kolmion muodosta riippumatta 180 astetta. Ausubelin
teoriassa kisitteen muodostus ja muistiin taltiointi ovat toisistaan riippumattomina
ulottuvuuksina nelikentissi. Oppimisen kuvaus nelikentissa tapahtuu siten, ettd yksilo
voi painaa mieleensi esimerkiksi keksiménsd periaatteen erilliseni tai integroida sen
aiemmin luomaansa tietojirjestelmain.

Termit 'receptive learning’ ja ‘discovery learning’ saavat tavallisesti suomenkieliset
ilmaisut "vastaanottava oppiminen’ ja ’keksivd oppiminen’. Nami kdidnnokset eivit ole
onnistuneita, jos oppimisella tarkoitetaan von Wrightin (1996, 352) tavoin ei-hetkel-
listi muutosta tiedoissa, taidoissa, kisityksissa tai tunteissa. Kisitteen oivaltaminen
ei vieldi merkitse, ettd se taltioituisi muistiin, joka on oppimisen edellytys. Micleen
painaminen on Ausubelin teoriassa erillinen oppimisen vaihe. Vaikuttaa siltd, ettd
tissd yhteydessd englanninkielessd sanalla ’learning’ on kaksi eri merkitysti: kisitteen
oivaltaminen ja taltiointi (ks. myds Kansanen 2004, 54).

Wittrock (1974) kehitti Ausubelin teoriaa ja korosti ymmartimisen kaksiulotteista
merkitystd oppimisessa. Hinen mukaansa (emt., 182) ymmirtiviin oppimiseen kuu-
luvat rakenteiden luominen informaation taltiointia varten ja informaation kytkemi-
nen jo hallussa oleviin rakenteisiin.

Mielekkaissa oppimisessa tiedon passiivinen vastaanottaminen ei ole mahdollista,
vaan oppiminen edellyttdd aina jonkinasteista aktiivisuutta. Tama johtuu kisitteen
kontekstisidonnaisuudesta, jonka vuoksi kisitetti ei voida siirtdd ymparistostaan irro-
tettuna. Niin ollen ymmirtivi oppiminen (learning with understanding) vaatii luovaa
toimintaa ainakin kolmessa merkityksessa: kontekstin valinta, annetun tekstin sisillon
oivaltaminen ja sisillon integroiminen aiemmin tehtyyn systeemiin. Wittrock (emt.)
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tihdentad erityisesti tekstin tulkinnan luovaa luonnetta ja sen sisillon mielekista
haltuun ottamista (to grasp the meaning) eli ynmirtimisti. Yksittdisten symbolien
merkitys syntyy siten, etti symbolin ja sen referentin viliin luodaan linkki (Wearne &
Hiebert 1988, 272-273). Jos linkitysta halutaan kuvata kielen kuvateorialla, symboleis-
ta rakennetun lauseen struktuuri vastaa kuvattavan kohteen rakennetta edellyttien,
ettd lause on tosi (Wittgenstein 1971/1922). Psykologian nikokulmasta kysymys on
mentaalisesta prosessista, missd kuva on yksilon projisoima esitys lauseelta sen referen-

tille (Ahonen 1998).

3.2.3 Matematiikan ymmdrtdmisen tutkimus

Ymmairtiminen on pitkin aikaa ollut keskeinen aihe matematiikan oppimisen tutki-
muksessa. Brownellia ovat seuranneet muun muassa Bloom (1956), Ausubel (1968),
Wittrock (1974), Skemp (1976), Hiebert ja Lefevre (1986), Sierpinska (1994) ja
Kilpatrick (2009). Se nikyy myos runsaana artikkelien miirina ja viitoskirjoina.
Esimerkiksi Glen Helmstad (1999) kirjoitti viitoskirjansa nimelld Understanding
of understanding kuten myés Judith Mousley (2003) omansa nimelli Mathematical
understanding as situated cognition tai Antti Viholaisen (2008) kirja Prospective mat-
hematics teacher’s informal and formal reasoning about the conceps of derivative and dif
ferentialibility. Pari vuotta sitten ilmestyi Rauno Koskisen (2016) viitoskirja Mielekds
oppiminen matematiikan opetuksen lahtokohtana. Viimeisin vaittelija on Hanna Viitala
(2018) kirjallaan Studying pupils’ mathematical thinking through problem solving and
view of mathematics: Case studies of Finnish comprehensive school pupils. Suomalaisista
tutkijoista mainittakoon vield Huhtala (2000), Hassinen (2006), Joutsenlahti (2005),
Hihkidniemi (2006), Niveri (2009) ja Partanen (2011). Heidin tutkimuksensa
vahintadnkin sivuavat ymmirtimisti. Ymmartdminen on myos ollut kotimaisten ja
kansainvilisten seminaarien teemana kuten Turun seminaari vuonna 2002: Workshop
on Mathematical Understanding ja Prahan Semt-symposium vuonna 2009: The deve-
lopment of Mathematical Understanding.

Tutkijat ovat tehneet ymmartimistutkimusten luokituksia eri perusteilla, mutta
Sierpinskan (1994, 119-120) luokitus sopii timin tyon ajatusmaailmaan parhaiten.
Hin on jakanut [6ytiminsa mallit ja teoriat neljaan luokkaan a) hierarkkiset tasomallie,
b) kognitiiviset struktuurit, c) dialektiset mallit ja d) historiallis-empiirinen kisiteana-
lyysi. Kun viimeinen luokka korvataan Sierpinskan (emt., 56; 75) dynaamisella proses-
sikuvauksella, saadaan kaivattuja lisielementteja uuden oppimismallin kehittimiseen
tihin tyohon:
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a) Ymmirtimisen hierarkkiset tasomallit: Pirie ja Kieren (1994) ovat esittinect

kahdeksanosaisen vaihemallin, missd kognitiivinen struktuuri kehittyy proseduurin,
abstraktion ja yleistimisen kautta (Kuvio 1).

Kuvio 1. Matemaattisen ymmdrtimisprosessin vaibeet (Pirie & Kieren 1994).

Alkeistietimisen vaihetta lukuun ottamatta kukin vaihe kulkee proseduurien kautta
kisitteiksi ja tietorakenteiksi. Ne kehittyvit konkreetista abstraktiin seka yksinkertai-
sista rakenteista monimutkaisiin ja yleisiin. Koska prosessiin kuuluu vaiheiden hallinta
sisikehiltd lihtien, on tilanteen vaatiessa palattava tydstimiin ja tiydentimiin edel-
tivien vaiheiden puutteita (folding back). Konkreettisista malleista luopuminen ja
formaalille tasolle siirtyminen on radikaali muutos yksilon ajatusmaailmassa.

b) Kognitiiviset struktuurit ja kisitemallit: Hiebert ja Carpenter (1992, 67) tarkas-
televat mielekdstd oppimista ymmairtimisen nikokulmasta. Ymmartiminen palautuu
tietorakenteisiin ja niiden esitysmuotoihin eli representaatioihin. Heidin mukaansa
ymmirtiminen liittyy tiettyyn yksil66n, tarkasteltavaan matemaattiseen sisilt66n ja
erityiseen ymparistoon: “Henkilo on ymmartinyt matematiikan idean, menetelmin
tai tosiasian, jos se on osa hinen sisiistd tictoverkkoaan”. Ymmirtimisen aste riippuu
tietoverkon yhteyksien lukumiiristi ja voimakkuudesta. Edelleen he toteavat, ettd
jokin matematiikan osa-alue on ymmirretty, jos sen mentaalinen representaatio on osa
yksilon tietoverkoston representaatiota. Hiebert ja Carpenter (emt.) pitivit ymmirti-
mistd oppimistuloksena ja ajattelun resurssitekijind, mutta eivit sen lisiksi aktiivisena
toimintana kuten esimerkiksi Sierpinska (1994) tekee.

c) Dialektiset mallit, joissa operationaalinen ja strukturaalinen ajattelu vuorottele-
vat. Harel (2009) tarkasteli oppimista dialektiseni prosessina, jossa ymmirtiminen ja
paattely toimivat komplementaarisena parina. Hinen DNR -mallinsa periaatteita ovat
duaalisuus (Duality principle), mielenkiinto (Necessity principle) ja toistuva piittely
(repeated Reasoning). Ensimmiinen periaate viittaa sithen, etti oppimisprosessissa ym-
mirtiminen ja paittely tiydentivit toisiaan. Laadukkaan oppimisen valttimattomina
ehtona Harel pitaa oppilaan alyllistd mielenkiintoa matematiikkaa kohtaan. Toistuva
harjoittelu tihtii asioiden sisdistimiseen, jirjestimiseen ja rakenteiden muistamiseen
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sekd joustavaan tietojen hallintaan. Keskeisini ajattelun toimintoina Harel pita ongel-
manratkaisua, tulkintaa ja lauseen todistamista.

Anna Sfardin (1991) mallissa matemaattisen ymmirryksen kehittyminen on kuvat-
tu dialektisend prosessina, joka perustuu tiedon dualistiseen luonteeseen. Oppiminen
noudattaa geneettistd kaaviota (Haapasalo 2004, 56) siten, ettd ajattelun operationaali-
nen ja strukturaalinen vaihe tiydentivit perijilkeen toisiaan. Ajattelu intentionaalise-
na toimintana kohdistuu objekteihin ja prosessi kapseloituu uudeksi rakenteeksi, joka
on seuraavan ajatteluprosessin objektina (Kuvio 2).

Kuvio 2. Matemaattisen kisitteenmuodostuksen dialektinen malli (Sfard 1991, 221).

Sfardin mallin peruselementissi on kolme osaprosessia: sisdistiminen, tiivistami-
nen ja reifikaatio. Sisdistimistoiminnot kohdistuvat alkeistapauksissa konkreettisiin
objekteihin tai niiden symbolisiin esityksiin. Esimerkiksi jakolaskuja voidaan kisitella
esineiden osituksina, mallien avulla tai kuvitteellisesti. Oppija voi tulkita kolme viides-
osan siten, ettd jokin kappale on jaettu viiteen osaan, josta kolme on otettu erilleen.
Tiivistimisvaiheessa jakamisoperaatio rikastuu suoritukseksi, jonka vilivaiheisiin ei
tarvitse kiinnittdd huomiota. Reifikaatiovaiheen tehtiva on abstrahoida operaatiot ja
mielikuvat itseniiseksi rakenteeksi, joka voi olla seuraavan vaiheen ajatuskohteena.
Sana reifikaatio on latinankielinen laina, joka palautuu sanoihin res ja facere eli tosi-
asiaan palaaminen. Kysymys on siis tapahtumasta, jossa operaatio muuttuu tosiasiaksi
ja molemmat voivat ndyttdytyd saman asian eri puolina. Esimerkiksi kolme viidesosa
voidaan nihda laskutoimituksen tuloksena, suorituskompleksina tai kahden luvun
suhteena, jolloin murtoluku niyttiytyy monimuotoisena.

Viimeksi mainitut mallit (Pirie & Kieren ja Sfard) kuvaavat matemaattisen y-
martimisen vaiheittaista kehittymista. Talloin paattely ja ymmdrtaminen sulautuvat
matemaattiseksi ajatteluksi. Sitd vastoin Harelin malli edustaa sellaista toimintaa, jossa
ymmdrtaminen ja paittely tiydentivit toisiaan prosessin edetessi.

d) Dynaaminen prosessikuvaus: Sierpinska (1994) jakaa ymmirtimisen kolmeen
tapahtumaan: ymmirtimisen akti (act of understanding), ymmirtiminen (an unders-
tanding) ja ymmirtimisen prosessi (process of understanding). Akti on intentionaali-
nen tapahtuma, joka koostuu neljista tekijista: subjekti, objekti, perusta (the basis) ja
kytkemisoperaatio (act). Olkoonpa objekteina tosiasiat, tekstit tai ongelmat, kysymyk-
sessd on vahintdin kahden elementin kytkeminen toisiinsa tai osan liittiminen koko-

3 Matemaattinen ajattelu ja ymmartéminen | 47



naisuuteen eli perustaan. Sierpinskan (emt. 56) mukaan kytkemisoperaatiota edeltid
identifikaatio, diskriminaatio, yleistys ja synteesi. Jonkin asian ymmirtiminen (an
understanding) on piittelyketjun (reasoning) tulos, missi yksittiiset aktit seuraavat
toisiaan. Ymmartdminen prosessina on pitkin ajanjakson tapahtuma, missa aktit ovat
osatekijoini ja yksilon kisitejirjestelmd muuttuu. Sierpinska (emt., 75) erottaa vield
spontaanit péittelyt ongelmiin suuntautuneesta ajattelusta. Viimeksi mainittuja ovat
hinen mukaansa todistaminen, verifiointi ja selittiminen, jolloin prosessin kdynnistaa
usein kysymys "Miksi?”

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd ymmirtimistutkimus on ollut aktiivista eri
puolilla maailmaa. Sierpinskan luokitus tarjoaa tissd yossd aineksia dialektisen op-
pimismallin kehittimiseen, jossa kisitteellinen taustatieto ja mentaaliset prosessit
voivat muodostaa oppimisprosessissa toimivan parin. Seuraavassa luvussa selvitetdin,
miten opetussuunnitelmia ohjaavat tai myotiilevit mallit voivat antaa aineistoa tille
tutkimukselle.

3.3 Ymmartiaminen opetussuunnitelmissa

Suomalaisissa opetussuunnitelmissa ymmartiminen ja ajattelutaidot ovat olleet
peruskoulun alkamisesta lihtien kaikkien oppiaineiden formaaleja tavoitteita (Ko-
miteanmietintd 1970). Monissa maissa alettiin 1980-luvulla siirtii opetuksen pai-
nopistettd ajattelutaitojen kehittimiseen, mikd nikyi muun muassa amerikkalaisissa
komiteanmietinndissa ECS (1982) ja NCE (1983). Suomessa muutosideat ilmenivit
kannanottoina, joissa kiinnitettiin huomiota tiedollisiin taitoihin. Kriittisen ajattelun
ja padttelyn puolesta kirjoitettiin mm. otsakkeilla: *Tiedollisen kasvatuksen formaali-
set tavoitteet” (Voutilainen 1987), > Tietimisen taidot” (Venkula 1988) tai "Koulut ja
aktiivinen tiedon kisite” (Niiniluoto 1988). Meilli valtavirta aiheutti muutospaineita
opetussuunnitelmien tavoitteenasetteluun, joka nikyi ongelmanratkaisutaitojen te-
hostamisena (Kupari 1999, 50). T4min vuosituhannen opetussuunnitelmissa on etsit-
ty tasapainoa matemaattisen ajattelutaidon, ymmirtimisen, ongelmanratkaisutaitojen,
soveltamistaitojen ja laskutaitojen kesken (esim. NCTM 2000, Opetushallitus 2004,
Opetushallitus 2014 ja OECD 2016).

Ymmairtiminen on ollut toistuvasti esilld eri maiden opetussuunnitelmissa viimeisen
sadan vuoden ajan. T4ssd yhteydessa esitelldin tarkemmin nelja opetussuunnitelmiin
liittyvaa oppimismallia: Bloomin ja Marzanon taksonomiat, amerikkalainen punos-
malli ja Singaporen Pentagon-malli.

Bloomin (1956) tavoitetaksonomia on yksi tunnetuimmista ajattelun hierarkkisista
malleista, joka ohjasi vuosikymmenid opetussuunnitelmien laatimista, oppimistulosten
arviointia ja opetuskiytintéji. Taksonomia on tarkoitettu padasiassa oppimistulosten
arviointistandardiksi, mutta se alkoi ohjata my6s opetuskiytintoja, vaikka sithen ei
oltu liitetty opetusohjeita tai oppimisteoreettisia perusteita. Oppikirjoissa tima nikyi
siten, ettd uuden asian opetus aloitettiin faktatiedoilla ja rutiinitaitojen harjoittamisel-
la. Lopussa paadyttiin ongelmanratkaisutehtaviin.
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Nykykisityksen mukaan Bloomin taksonomia (1956) on epatiydellinen ja vaikea-
selkoinen edes oppimisen kuvaajaksi. Siita puuttuu esimerkiksi kaksi keskeisté ajatte-
lun tasoa: mind ja metakognitio (ks. Marzano 2001, 10). Kognitiivisten prosessien ja
tiedon sisaltojen yhdistiminen tekee taksonomian kiyton vaikeaksi. Bloomin tasojen
hierarkkia perustuu kognitiivisten toimintojen monimutkaisuuteen, mika ei ajattelun
taitojen kannalta tiytd hierarkkian kriteereji. Esimerkiksi ylinti tasoa, evaluointitaito-
ja, tarvitaan jo alemmilla tasoilla tai ymmartimisen ja soveltamisen suhde voi joissakin
tapauksissa olla painvastainen.

Tissi tydssd Bloomin ym. (1971, 141; 150) taksonomian toinen taso (comprehensi-
on) on kiinnostavin. Siind ymmirtimiselld tarkoitetaan tiedon systematisointiaja sisiis-
timistd (understanding). Tami taso on polaarinen. Toisen ulottuvuuden muodostavat
tietorakenteet kuten kisitteet, siannét ja struktuurit ja toinen ulottuvuus on esitetty
toimintoina, joita ovat esitystavan kdantiminen (translation), tulkinta (interpretion)
ja ckstrapolaatio (extrapolation). Piihuomio on tiedon rakenteissa ja toiminnoissa,
seki niiden kielellisissi, kuvallisissa tai symbolissa esityksissi. Taksonomia (emt. 24) on
tarkoitettu antamaan oppimistulosten operationaaliset arviointikriteerit. Puutteistaan
huolimatta Bloomin tasomalli on edelleen kiytdssa.

Wilson (1971, 645) teki Bloomin mallista matematiikan opettamiseen oman sovel-
lutuksensa, missi ajattelun tasot on typistetty neljiin (Kuvio 3). Wilsonin tasomallia
kiytetiin edelleen kuten esimerkiksi Niveri (2009) teki. Robert Marzano (2001)
kehitti Bloomin taksonomiaa lisiten sithen minén ja metakognition. Tutkija perusteli
paivitysta silld, ettd uusi tutkimustieto mielen toiminnoista, tiedon luonteesta ja niiden
vilisestd interaktiosta oli muuttunut dramaattisesti viidessa vuosikymmenessa. Uudis-
tetussa mallissa informaation lihteini ovat ulkomaailma ja kestomuisti. Informaation
kisittely tapahtuu sensorisessa muistissa ja tydmuistissa. Tyomuistin kapasiteettirajoja
voidaan kiertdd kestomuistin laajoilla tietoryppiilld ja sujuvilla operaatioilla. Malliin
kuuluu kolme prosessijirjestelmii: minid, metakognitio ja kognitio. Mini-systeemi on
motivaation kannalta keskeinen, silla se sisaltad emootiot ja siind arvioidaan tehtivin
tirkeys ja kéytettdvissa olevat resurssit. Metakognitio midrittad tavoitteet sekd ohjaa,
valvoo ja arvio prosessien kulkua. Kognitiivisten prosessien nelijako muistuttaa Wil-
sonin luokitusta. Alinta tasoa edustaa mieleen palautus ja tehtivin suoritus (retrieval).
Kolme seuraavaa ovat ymmirtiminen, analyysi ja tiedon soveltaminen. Ymmartimisen
(comprehension) taso on Bloomin vastaavan tason kaltainen, ja se sisiltii synteesin ja
representaation.

Kuvio 3. Wilsonin sovellus Bloomin tasohierarkkiasta (ks. Leino 1977, 18).
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Prosessit ovat jarjestdytyneet tasoittain hierarkkisesti siten, ettd mini-systeemi on
ylimpani, jota seuraa metakognitio ja alimpana ovat kognitiiviset prosessit. Marzanon
mallin toinen ulottuvuus sisiltad kolme resurssiyksikkoa: propositionaalinen, prosedu-
raalinen ja psykomotorinen tieto. Kaksiulotteinen malli kuvaa ajattelua ja oppimista
siten, ettd aktiviteetit ovat vuorovaikutuksessa tietojarjestelmien kanssa. Jos esimerkik-
si saapuva informaatio lipdisee mini-kontrollin, metakognitio méirittdd tavoitteet ja
ohjaa prosessin kulkua. Kognitiiviset prosessit tyostavit informaatiota kéyttien kesto-
muistin tietojirjestelmid tehtavin suorittamiseen.

Punosmalli: Kilpatrick ym. (2001) ja Kilpatrick (2009) tarkastelivat matematiikan
oppimista aktiivisen tiedonkasityksen nikokulmasta. Tutkimusryhma antoi kehitta-
milleen matematiikan oppimisen mallille nimen ’mathematical proficiency’. Amerik-
kalaisten punosmallissa osaamisella on viisi siiettd, jotka ovat kietoutuneet toisiinsa
tehtivinsi mukaisesti (Kilpatrick 2009, 48)

o konseptuaalinen ymmdrtiminen, johon kuuluu kisitteiden, relaatioiden ja ope-
raatioiden hallinta (comprehension)

o proseduraalinen sujuvuus, joka tarkoittaa tehtivissi tarvittavien suoritustaitojen
joustavuutta, tarkkuutta, tehokkuutta ja tarkoituksenmukaisuutta

o strateginen kompetenssi, joka viittaa kykyyn muotoilla, esittdd ja ratkaista
ongelmia

o mukautuva paittely, johon kuuluu joukko kykyji, kuten looginen piittely, re-
flektointi, selittiminen ja oikeutus/perustelu

o toiminnallinen valmius, johon liittyy myonteinen asenne matematiikkaan ei
vain ilyllisend haasteena vaan my®6s kiyttokelpoisten sovellutustensa vuoksi.

Nienniisesti tastd mallista puuttuu metakognitio, joka sisaltyy kuitenkin strategiseen
kompetenssiin ja mukautuvaan piittelyyn. Metakognition tehtivd on suunnitella,
ohjata ja arvioida kognitiivisia toimintoja kuten oppimista. Kilpatrickin (emt. 50)
mukaan yksilon toiminnallista valmiutta on hankala arvioida, mutta ymmairtiminen
on vaikeimmin saavutettava osa-alue. Hinen mukaansa opetuksessa ei tulisi pyrkii ete-
nemain komponenteittain vaan kaikkia viittd osa-aluetta tulisi kehittdd tasapuolisesti.

Pentagon-malli: Singaporelainen tydryhmi (the Curriculum Development Institute
in Singapore) on tehnyt 1990-luvulla Pentagon-mallin nimed kantavan viitekehyksen
sikildisen opetussuunnitelman pohjaksi (Kuvio 4).

Pentagon-mallin pidjakoon kuuluvat totuttuun tapaan matematiikan sisallot, pro-
sessit ja affektiot (Leong ym. 2016). Kuvio 4 osoittaa selkeisti, etti nimi ulottuvuudet
ovat erottamattomassa yhteydessi toisiinsa. Pentagon-mallissa on amerikkalaisen
punosmallin tapaan viisi elementtid kytkeytyneeni toisiinsa. Ne ovat asenne, me-
takognitio, prosessit, kisitteet ja taidot. Kilpatrickin (2009) mukaan punosmalli on
melkeinpi kopio Singaporen viitekehyksesti. Konseptuaalinen ymmairtiminen vastaa
kisitteellistd aspektia ja proseduraalinen joustavuus taitoja. Punosmallissa strateginen
kompetenssi kuuluu metakognitioon ja prosesseihin. Mukautuva péittely vastaa Pen-
tagonin prosesseja ja metakognitiota. Punosmallin toiminnallinen komponentti vastaa
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singaporelaisten kehyksessi asenteita. Keskeinen asema Singaporen mallissa on ongel-
manratkaisulla, joka on amerikkalaisten punosmallissa sisillytetty kaikkiin siikeisiin,
valtaosiltaan kuitenkin strategiseen kompetenssiin. Punosmalli ja Pentagonkaavio
edustavat viitckehyksii, joita voidaan tarkastella esimerkiksi Marzanon (2001) mallin
puitteissa.

Kuvio 4. Singaporelainen matematiikan opetussuunnitelman viitekehys (ks. Kilpatrick 2009).

Luvuissa kaksi ja kolme kartoitettiin, analysoitiin ja suhteutettiin toisiinsa ymmar-
tivin oppimisen ja ajattelun keskeisid kisitteitd. Niitd ovat kisite, merkitys, ajattelu,
ymmartiminen ja oppiminen. Kartoitus merkitsi aiheen kannalta relevanttien tekstien
etsimistd ja valitsemista. Etsintd lopetettiin, kun uusia avauksia ei endd ilmaantunut.
Analyysin tehtdvi oli aineiston kisitteellinen erittely sekd osien suhteuttaminen toisiin-
sa ja kokonaisuuteen. Kartoituksen ja analyysin tuloksena kehkeytyi ajatusrakennelma,
jonka keskeisia tekijoiti ovat Haapasalon tiedonkasitys, dialektiset oppimismallit
ja Kilpatrickin punosmalli, jossa on esitetty matematiikan oppimisen keskeisten ele-
menttien kytkennit ja tehtavit. Nima kolme edustavat aktiivista tiedonkisitystd, jossa
ajattelun aktiviteettien ja kestomuistin tietoresurssien vuorovaikutus on mielekkain
oppimisen tunnusmerkkini. Marzanon taksonomia tarjosi kokonaisuutta hahmotta-
van nakemyksen, josta vain osa on timan tyon fokuksessa.
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4  Tutkimuksen tarkoitus ja toteutus

Peruskoulun opetuksen keskeisiin yleistavoitteisiin kaikissa oppiaineissa ovat kuu-
luneet ajattelutaitojen, ymmirtimisen ja ongelmanratkaisutaitojen kehittiminen
(Komiteanmietintd 1970; Opetushallitus 2014). Kyseinen tavoiteasetelma jisentid
opetusta ja tarjoaa analyyttistd otetta oppimisprosessin tarkasteluun. Kdytinnon tilan-
teissa ajattelua, ymmartimistd ja ongelmanratkaisua ei kuitenkaan voida pitéi erillisina
tapahtumina vaan toisiaan tukevina prosesseina oppimisessa. Ymmirtiminen voi vii-
tata esimerkiksi informaation kisittelyyn, jolloin se on avaintekiji konseptuaalisen tie-
don oppimisessa (Haapasalo 2004, 50; Kilpatrick 2009, 42; Koskinen 2009). Timin
tutkimuksen tarkoitus on tuottaa kiyttokelpoista tietoa (Carr & Kemmis 1986, 162)
matematiikan opetukseen erityisesti ymmirtamisen nikokulmasta.

Edellisissa luvuissa on kartoitettu ja analysoitu tutkimusalueen keskeiset kisitteet.
Tdmai luku alkaa tutkimuskysymyksilld ja jatkuu tutkimusmenetelmien esittelylla.
Niihin kuuluu my6s menetelmien luotettavuuden tarkastelut ja tutkimuseetti-
set erityiskysymykset. Luvun loppupuolella on esitetty tiivistelmit alkuperiisista
julkaisuista.

4.1 Tutkimuskysymykset

Tutkimuksen alussa sanan ’ymmartimisen’ monimerkityksisyys aiheutti himmennysta
ja viritti monia kysymyksii sen luonteesta ja tehtivistd oppimistapahtumassa. Tilan-
teen selvittamiseksi oli etsittavd vastauksia muun muassa seuraaviin kysymyksiin: Mitd
tarkoitetaan ymmartamisella? Mitkd ovat ymmartimisen komponentit? Mita lihika-
sitteitd silld on? Mitd tehtdvid ymmairtamiselld on mielekkidssi oppimisessa? Mika
on tiedon ja ymmirtimisen suhde? Miten ymmirtimistd voidaan edistdd? On vield
huomattava, etti tieto ja ymmirtiminen ovat kietoutuneet toisiinsa silli tavoin, ettd
niiden kasittely erillisind on hankalaa. Toisinaan ymmirtimisen kisite vaikuttaa tiedon
ylikasitteeltd, ja toisinaan osat vaihtuvat. Vasta niiden selvitysten pohjalta padstiin
kokoavan rakennelman tekemiseen.

Tutkielman lopputulos tehdiin seuraavien kysymysten pohjalta:
1. Mika on kisitteiden asema ymmartamisessa?

2. Mikai on kysymysten tehtavi mielekkadssa oppimisessa?
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3. Mitd tehtdvid ymmirtimiselld on mielekkaissa oppimisessa?
3.1 Mika on kasitteellisen tiedon asema mielekkdan oppimisen mallissa?
3.2 Miki on tulkinnan tehtivd mielekkiin oppimisen mallissa?
3.3 Miten synteesi toimii mielekkédin oppimisen mallissa?
3.4 Mika on ongelmanratkaisun asema mielekkédin oppimisen mallissa?
3.5 Miki on akkommodaation tehtivi mielekkdin oppimisen mallissa?

Sarjan ensimmiisen kysymyksen tehtiva on saada ote sanan ’kdsite’ sisallostd ja merki-
tyksestd, jotka ovat ymmartimisen avaintekijoiti. Toinen kysymys etenee ymmirtivin
oppimisen chtoihin, eli miten tietoverkon elementit perustellusti liitetddn toisiinsa
osuvilla kysymyksilli. Kolmas kysymys rakentaa edelld mainittujen alkeiselementtien ja
kytkent6jen varaan mielekkiin oppimisen mallin, jossa kullakin ymmdrtimisen muo-
dolla on sille ominainen tehtava.

Ensimmiiseen kysymykseen vastataan artikkelien A ja B pohjalta. Artikkelit C ja
E ovat perustana toisen kysymyksen kisittelyssi. Ymmartimisen tehtivid mielekkdin
oppimisen puitteissa tarkastellaan artikkelien D ja E mukaan.

4.2 Tutkimusmenetelmat

Tiassa tyossd on kaytetty tutkimusotetta, jota taustoittaa toimintatutkimus ja labo-
ratoriotutkimus, mutta niiden ohella on my6s filosofinen orientaatio vaikuttamassa.
Toimintatutkimus ei nojaa valmiiseen teoriaan, eivitka teoria ja kiytanto ole erillisia,
vaan lewinildisittdin ne tdydentavit toisiaan. Koska tutkimuksen painopiste on uuden
toimintamallin suunnittelussa ja kehittimisessd, kysymyksessi ei ole myoskain labora-
toriotutkimus vaan niiden yhdistelmi (Heikkinen & Syrjild 2007, 67). Tavoitteesta
riippuen tutkimustoiminta voi edetd syklisend tai suunnittelupainotteisena (Brown
1992; Collins ym. 2004; Heikkinen ym. 2007). Tama ty6 oli suunnittelupainotteinen
ja eteni vaiheittain siten, ettd julkaistut artikkelit tdydensivit toisiaan ja tuottivat lo-
pulta synteesin tuotoksena oppimismallin. Tutkijan tehtivi oli osallistua tutkimaansa
toimintaan, toteuttaa muutokseen tihtidivia opetuskokeiluja ja tehdi niiden perusteel-
la tilannearviointeja.

Sen lisiksi, ettd tillainen tutkimus on tekijilleen oppimistilanne, se tuottaa kolmen-
laista tictoa: metodista tictoa, aihekohtaista tictoa ja tictoa tuotteesta (Edelson 2002).
Tissa tyossa ensimmadisessd vaiheessa selvitetdin, miten matematiikan ymmartamista
voidaan tutkia, edistdd ja arvioida. Aihekohtaisen osion tehtivd on selvittdd, mitd
tiedetddn aiemman tutkimuksen perusteella. Tutkimus on saavuttanut tavoitteensa,
kun ty6 on tarjonnut virikkeita tekijilleen sekd tuottanut kiyttokelpoista tietoa ja
toimintamallin omalle ammattikunnalleen (Heikkinen ym. 2007, 67-69). Habermasin
luokituksessa (Niiniluoto 1984, 72) tulokset palvelevat kiyttdjaansi ainakin teknisen
ja praktisen tiedon intressin osalta.

Luonteensa ja tehtivinsd mukaisesti toimintatutkimus ei ole varsinaisesti tutki-
musmenetelmi vaan pikemminkin lihestymistapa tai asenne, jossa tutkimus pyritiin
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kytkemaan toiminnan kehittimiseen. Toimintatutkimus sallii monipuolisen menetel-
mivalikoiman. Menetelmien rinnakkaiskdytto on saanut nimekseen mixed-methods
(Heikkinen 2007, 37), miki sisilcid seki kvalitatiivisen ettid kvantitatiivisen aineiston
kerddmisen, analysoinnin ja raportoinnin (Creswell & Plano Clark 2007). Menetel-
mien rinnakkaiskdyttd on saanut osakseen myos kritiikkid, koska niiden taustalla voi
olla toisistaan poikkeavia ihmiskasityksid tai episteemisid ja ontologisia sitoumuksia.
Nikokulmien sekaannusta voidaan kuitenkin véletda pitimalla mielessd, minka tason
todellisuutta kulloinkin tarkastellaan, ja mikd on relevantein tapa saada tietoa juuri
kyseisestd tasosta (Jussila 1992). Esimerkiksi oppiminen on prosessi, missi taitojen
lisddntymistd voidaan mitata kvantitatiivisesti, mutta taitoihin liittyvien periaatteiden
oivaltaminen tai ymmairtimisen kokemus kuuluvat laadullisen tutkimuksen piiriin.

Tissd tyossi kdytetdin menetelmiperhettd, johon kuuluvat systemaattinen analyysi,
fenomenografia, diskurssianalyysi ja tilastomenetelmi. Tallaisella menetelmijoukolla
on pyritty saamaan monipuolisempaa ja syvempai kuvaa 'ymmirtimisestd kuin yk-
sittdinen menetelma sallisi. Eklektivismin haittoja on pyritty minimoimaan ottamalla
huomioon menetelmiin kuuluvat ihmiskasitysten ja filosofisten taustaoletusten erot
kussakin tutkimustilanteessa (Eskola & Suoranta 1998, 70).

Menetelmien kiytto jakautuu siten, ettd teoreettisessa osassa kiytetdin systemaattis-
ta analyysid (Jussila ym. 1989) ja toiminnallisessa osassa menetelmini on mixed-met-
hods. Viimemainittuun kuuluu kvantitatiivisia ja kvalitatiivisia menetelmia. Jalkim-
miisid edustaa fenomenografia ja diskurssianalyysi. Tutkimus on suoritettu vaiheittain
ja tulokset on julkaistu referoiduissa aikakausilehdissi (A, B ja C) ja kansainvilisten
konferenssien referoiduissa julkaisusarjoissa (D ja E). Menetelmien kayton selkeytei-
miseksi niitd tarkastellaan erikseen.

4.2.1 Systemaattinen analyysi

Systemaattinen analyysi ei ole minkdan erityisen koulukunnan omaisuutta, vaan sita
voidaan harjoittaa monissa tutkimuksen traditioissa (Jussilaym. 1989, 157). Systemaat-
tinen analyysi on teoreettinen tutkimusote, jolla on kaksi perustehtavii: analyyttinen
ja synteettinen. Niiden vililli on monipuolinen vuorovaikutus (emt., 158). Analyyt-
tisyys viittaa tekstin kisitteelliseen erittelyyn sekd osien suhteuttamiseen toisiinsa ja
kokonaisuuteen. Synteettinen toiminta on kisitteen, ajatuksen tai ajatusrakennelman
(teorian, aatteen, suunnitelman tms.) kokoavaa luomista. Kyseiset toimintaulottuvuu-
det edellyttavirt toisiaan, koska analyysin lihtokohtana on edellisen analyysin tulos.
Systemaattisuuden vaatimuksena on sisillollinen yhteniisyys (emt. 159). Se ei tarkoita
sitd, ettd aineiston olisi oltava loogisesti johdonmukainen, vaan kohteen ajatusraken-
nelmissa on voinut tapahtua huomattavia muutoksia tai sithen liittyy eri aikakausia.
Lihtokohdan mukaan systemaattisesta analyysistd esiintyy kaksi erityyppista
menettelytapaa: taustaperusteinen ja immanentti. Taustalahtéisen menettelytavan
tulkinnoissa ja erittelyissd voidaan kiytta kohteen ulkopuolelta otettuja kisitteitd, vii-
tekehyksia tai teorioita. Immanentissa eli tekstildhtoisessa menetelmissi ei turvauduta
ulkopuolisiin keinoihin, vaan tutkimuksen kohteena olevan tekstin analysointi tapah-
tuu sisiiseni prosessina sen omilla kisitteellisilli vilineilli. (Jussila ym. 1989, 198).
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Systemaattinen analyysi kdynnistyy usein yksittdisen tutkijan tai kdytinnon kasvat-
tajan ajatusmaailmasta, mutta analyysi voidaan suorittaa my6s jonkin ryhmin, orga-
nisaation tai instituution tuottamista ajatuksista. Tutkimustehtivi rajataan tavallisesti
siten, ettd padongelmaksi otetaan henkilon, ryhmin tai instituution ajattelusta keskei-
nen kisite tai ajatuskokonaisuus. (Jussila ym. 1989, 159). Analyysin suorittamiseen
kuuluu kolme péivaihetta:

1. ongelman ja aineiston hahmottamisvaihe,
2. varsinainen analyysivaihe ja
3. analyysitulosten selittimis- ja kdyttovaihe.

Tdmai ty6 kidynnistyi ensimmiisen asteen analyysilld, joka ei kuulu varsinaisesti syste-
maattiseen analyysin tyotapoihin (Jussila ym. 1989, 159). T4ssi vaiheessa kartoitettiin
sanan 'ymmartiminen’ kdyttotapoja oppimista ja opetusta kisittelevissa kirjallisuudes-
sa. Alustavaa tutkimuskentin kartoitusta tehtiin etsimilld sopivaa kirjallisuutta analyy-
sid varten ymmartimiseen ja sen lahikasitteisiin kuuluvilla hakusanoilla. Oleellinen osa
tutkimusmateriaalia saatiin opetussuunnitelmista ja paljon siteeratuista tutkimuksista.
Toisessa vaiheessa analysoitiin keritystd aineistosta ymmartiamista ja sen lihikisitteitd
oppimisen nikokulmasta. Siina selvitettiin sanan ’kisite’ merkitysta ja tiedon roolia
ymmirtimisessd (julkaisut A ja B). Olennainen osa analysointia oli teksteissa esiinty-
vien implisiittisten ilmausten ja piilomerkitysten selvittimisti. Viimeisessd vaiheessa
kehitettiin analyysien pohjalta kokoava ajatusrakennelma ymmartimisen roolista mie-
lekkidissi oppimisessa (D).

4.2.2 Mixed-menetelmdit

Empiirinen tutkimusaineisto on keritty Lapin yliopiston opettajankoulutuksen mate-
matiikan peruskurssin opiskelijoilta. Siini oli kaksi opetusryhmis, joista toinen ryhmi
suoritti kurssinsa perinteiselld menetelmilla ja osoitti asian hallinnan lopputentilla.
Toisen ryhmin opiskelijat perehtyivit kurssin sisaltoon pohdiskellen ja kirjoittaen
paivikirjaa opintojensa edistymisestd. Raporteissa he kertoivat paattelyistdin, kohtaa-
mistaan ongelmista sekd niiden ratkaisuista ja my9s voittamattomista esteisti. Tamin
ryhmin opiskelijat saivat opettajalta aiheeseen liittyvid kysymyksia pohdittavaksi. Kir-
joitettu selonteko tuli palauttaa viikoittain kurssin pitéjille arvioitavaksi, ja he saivat
pohdinnoistaan palautteen parin paivin sisalld. Kurssin alussa ja lopussa opiskelijoiden
laskutaitoja testattiin laskutehtavilla.

4.2.2.1 Kvantitatiivinen menetelma

Kvantitatiivisen metodin ydin on siind, ettd ontologisen realismin mukaista todelli-
suutta tarkastellaan “muuttujista” koostuvilla jarjestelmilld. Keskeisid toimintoja ovat
erojen selittiminen ja vakioiminen (Alasuutari 2001, 47). Sana ’kvantitatiivinen’ viittaa
sithen, ettd havainnon kohteen laatuihin voi liittyd aste-eroja esimerkiksi ian, limpo-
tilan, paremmuuden tai sukupuolen perusteella. Laadun kvantifioiminen voidaan suo-
rittaa mitattavasta ominaisuudesta luokittelu-, jirjestys- vilimatka- tai absoluuttisella
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asteikolla. Kohteesta saatavat mittaluvut tai pistemairit ovat muuttujien eli variaabe-
lien arvoja, ja niiden kisittelemistd helpotetaan tilastomatematiikan avulla. Kohteista
mitattujen pisteméirien jakaumat ja niiden vertailu toimivat tieteellisen paittelyn apu-
neuvoina, kun ilmiéille pyritaan [6ytimain kuvauksia, selityksid, analyyseja tai ennus-
teita. Jakaumien kisittelyyn ja niiden piirteiden tarkastelun helpottamiseksi kiytetdin
tavallisesti tunnuslukuja kuten keskiarvoa tai hajontaa. Tunnuslukujen ja havaintojen
tulkinta seka johtopaiatokset kuuluvat tutkijan tehtaviin.

Korrelaatiot ovat tilastollisia suureita, ja ne voidaan tulkita asioiden vilisiksi yhteyk-
siksi tai jopa kausaalisuhteiksi. Korrelaatiolla selitetdin tapahtumia tai annetaan niiden
mukaan ilmiéille ennusteita, kun otetaan huomioon mahdolliset viliin tulevart tekijit.
Tissa tyossa pyrittiin selvittdimain, oliko eri opetusmenetelmien kaytolld eroa opiske-
lijoiden laskutaitoon. Ensin selvitettiin opetuksen vaikutusta laskutaitoon ryhmien
sisalld ja sitten tutkittiin, oliko laskutaitojen kehittymisessd eroa eri opetusryhmien
valilla. Laskutaitoja mitattiin kolmiportaisella asteikolla, ja korrelaatio laskettiin mo-
lemmissa ryhmissi eri testikertojen vililld. Korrelaatiokerroin osoittaa, missi mairin
alkumittauksella voidaan ennustaa loppumittauksen pistemaaria.

Tutkittaessa ymmirtamisen ja laskutaitojen vilista yhteyttd oppimisessa kaytettiin
kvantitatiivista ja kvalitatiivista tutkimusmenetelmai tiydentimain toisiaan. Tulosten
perusteella ndytta siltd, ettd omachtoinen ponnistelu ja laskuoperaatioiden toiminta-
perusteiden pohdiskelu tuottavat parempaa laskutaitoa. Saatuja tuloksia on verrattu
tutkimuksiin, joita on julkaistu kansainvilisissa lehdissa.

4.2.2.2 Kvalitatiiviset menetelmait
Yhteiskuntatieteet suuntaavat tutkimuksensa usein ihmiseen, hinen tunteisiinsa ja
toimintoihinsa tai kulttuurituotteisiin. Monet kohteet saattavat olla luonteeltaan sel-
laisia, ettd niistd on vaikea saada totuuden korrespondenssin olettamaa objektiivista
tietoa. Jos kohde ei ole kvantifioitavissa tai siitd ei haluta numeerista otetta, on pai-
kallaan selvittad, olisiko jokin laadullinen menetelmi tarkoitukseen sopiva. Kvantita-
titvisen tiedon ehdot sopivat huonosti laadullisiin menetelmiin. Tapauksesta riippuen
objektiivisuus, toistettavuus ja yleistettivyys voidaan korvata esimerkiksi tutkimus-
prosessin tai tuloksen uskottavuudella, vakuuttavuudella, kiyttokelpoisuudella tai
siirrettavyydelld (Eskola & Suoranta 1998). Tutkimusprosessi saattaa edeti esimerkiksi
yhteisymmirryksen tai konsensuksen kautta, joiden taustalla voi olla ontologialtaan
antirealistinen konstruktivismi ja suuri maird tutkijan henkilokohtaisia esitietoja.
Niinpi tutkimuksen luotettavuuden lisaamiseksi tutkijan on tunnistettava tyohonsa
vaikuttavat taustaoletukset mahdollisimman hyvin. Esimerkiksi testitehtdviin saattaa
liittyd luotettavuutta vinouttavia tekijoitd. Tulkinnat, paattelyt ja johtopditokset tulee-
kin liittad raportointiin niin selkeisti, ettd ne saavat lukijan vakuuttuneeksi toiminnan
ja tulosten perusteista (emt., 220-223).

Tdmin tyon kvalitatiivisia menetelmid ovat fenomenografia ja diskurssianalyysi,
jotka kuuluvat empiiriseen tutkimustraditioon ja joissa tutkimusmateriaalina on teksti.

Fenomenografiassa tutkitaan ajatusmaailmaa kielen kautta, kun taas diskurssiana-
lyysissa kieli ja kielenkiytto ovat osa todellisuutta (Berger & Luckmann 1994). Marton
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(1988; 1995) on kehittinyt oppimiseen ja oppilaan kisityksiin suuntautuvan tutki-
musmenetelmin, fenomenografian. Siind tutkitaan, miten ihmiset kokevat, tulkitsevat,
ymmartivat, kisittavit, havaitsevat tai kisitteellistivit maailmaa. Tamin ty6n kannalta
erityisen kiinnostava on opiskelijoiden oppimiskasityksen hierarkkinen luokitus. Siina
kuusiportaisen asteikon kolme viimeisti kategoriaa sisiltad ymmartimisen. Neljinnen
tason tunnuksena on merkitys, joka on luokituksen vedenjakaja (Marton ym.1993,
288). Tami crottaa ulkokohtaisen faktuaalisen tietimisen kolme alempaa luokkaa
ymmirtimisestd, jossa oppija on lytinyt omakohtaisen nikemyksen asiasta (a way of
seeing something).

Fenomenografiassa aineiston tulkintojen tulee vastata tutkittavan ajatuksia ja nii-
den tulee perustua tutkimuksen teoreettisiin lihtokohtiin (Ahonen 1994). Ajattelu
voidaan luokitella erillisiin kategorioihin tai hierarkkisiin jirjestelmiin. Edellisestd
on esimerkkind Tallin (2004) kolme kategoriaa: kisitteellis-esineellinen, proseptuaa-
lis-symbolinen ja formaalis-aksiomaattinen. Hiearkkista systeemia edustavat Martonin
ym. (emt.) lisiksi esimerkiksi Bloomin (1956) tavoitetaksonomia tai Pirie ja Kierenin
(1988) kehittimi ajattelun tasomalli. Ajattelutapojen, kykyjen ja taitojen maarittelyil-
l4 tai operationalisoinnilla on pyritty siihen, ettd pystyttiisiin arvioimaan osaamisen
tasoa. Niin on tehty esimerkiksi Bloomin taksonomiassa. Hienojakoisempaa tietoa
luokista saadaan esimerkiksi haastattelujen, piivikirjojen ja selontekojen avulla, kuten
on tehty artikkeleissa C ja E.

Diskurssianalyysi on sosiaalipsykologiaan kuuluva tutkimusmenetelms, joka nojaa
sosiaaliseen konstruktionismiin (Gergen 1994). Siini yksilotietoisuuden tilalle tulee
diskurssi, joka on sosiaalisen vuorovaikutuksen ja kiclenkiyton ilmenemismuoto (Ger-
gen emt.; Sfard 2008). Diskurssianalyysisti ei ole kuitenkaan muodostunut yhtendista
tutkimusperinnettd, vaan menetelmistd esiintyy useita versioita. Artikkelissa C on
kiytetty brittildisen perinteen sovellutusta (Potter & Wetherell 1987; Edwards 1993;
Jokisen ym. 1993, 1999). Kiyttiessain kieltd yksild konstruoi eli merkityksellistdd koh-
teet, joista hin puhuu tai kirjoittaa. On huomattava, etti kielelliset ilmaisut eivit ole
representatiivisia tai referentiaalisia niin kuin reaalitieteissa. Kieli ei ole todellisuuden
kuva, vaan osa todellisuutta itsedin (Jokinen ym. 1993, 9). Tissi on tietysti huomat-
tava, ettd tutkittava yksilo voi tuntea kohtaavansa todellisuuden sellaisenaan ja kertoo
asioista niiden “oikeilla nimilla”. Konstruktiivisuuden idea liittyy sosiaalisesti jacttuihin
merkityssysteemeihin, jolloin voidaan puhua yhteisen ymmirryksen jirjestelmisti (Sil-
verman 1985, 118).

Kommunikaatiotilanteissa yksilo ymmirtdd puheen merkityksen, jos hin on op-
pinut riittdvin miirin kielen kiyttosiantoja. Diskurssianalyysi tarjoaa oppimisen
ohjaamiseen keinoja [6ytdd esimerkiksi sellaisia ajatustottumuksia eli diskursseja, jotka
rajoittavat opiskelijan tyoskentelytapaa kuten laskusdintojen kaavamaista kiyteoa.

Konstruktionistisessa viitekehyksessd diskurssianalyysin tehtavi on selvittdd, miten
opiskelijan maailmankuva eli diskurssi kehkeytyy tai miten hian rakentaa sita. Opiskelu-
tilanteissa opiskelija tulkitsee oppimateriaalia aiemmin hankkimansa tiedon pohjalta.
Hinelli saattaa olla tarjolla ristiriitatilanteita tai joukko kilpailevia tulkintavaihtoehto-
ja, jolloin edessa on valintatilanne. Opiskelijoiden puheenvuorot, keskustelut, vaittelyt
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ja kirjoitukset ovat diskurssianalyysin empiiristd tutkimusmateriaalia, jota kutsutaan
tekstiksi. Analysoinnin tehtdvd on tunnistaa tekstistd oppimisen diskursiivisia moni-
naisuuksia ja niiden tuottamisen tapoja. Tutkijan metodiseen valmiuteen kuuluu etsid
ihmettelyn aiheita kuten ristiriitaisia jinnitteiti, urautumista tai hienosaitéd (Jokinen
ym. 1993, 13). Tulkinnan perusteltavuutta ei ole mahdollista arvioida muulla tavoin
kuin seurustelemalla aineiston kanssa riittavin tiiviisti ja raportoimalla seurustelun
kulussa kehkeytyneiti havaintoja uskottavalla tavalla (emt. 13).

Tissa tutkimuksessa osa opiskelijoista kirjoitti opiskelustaan ja tyoskentelytavoistaan
oppimispiivikirjoja tai selontekoja. Oppimispiivikirjat ovat artikkelin C empiiristd
tekstiaineistoa, josta diskurssianalyysin avulla on tunnistettu matemaattisen ajattelun,
oppimisen, ristiriitojen ja ymmartimisen tapoja eli diskursseja.

4.3 Luotettavuus

Tieteellisen tutkimuksen tehtivi on tuottaa ja tarjota todellisuutta koskevaa olennais-
ta, tirkedd ja merkityksellistid informaatiota (Niiniluoto 1988). Informaatiolta ja sen
hankkimismenetelmalti edellytetiin my6s luotettavuutta, jonka taustalla ovat klassi-
sen madritelmin mukaiset totuus ja perustelu. Nimi molemmat ovat kiistanalaisia ja
riippuvat tiedon menetelmin lisiksi taustalla olevista ontologisista ja epistemologisista
oletuksista.

Luotettavuuden tarkastelun selkeyttamiseksi aihetta tarkastellaan seuraavaksi me-
netelmi kerrallaan. Koska tutkija on tutkimukseen osallistuvien opiskelijoiden opetta-
ja, se aiheuttaa luotettavuuden lisiksi myos tutkimuseettisii erityiskysymyksii. Tdmin
vuoksi tutkimusta on lopuksi tarkasteltu myos eettisestd nakokulmasta.

4.3.1 Systemaattinen analyysi

Systemaattisen analyysin arviointi on suoritettava aiheenmukaisin kriteerein (Jussila
ym. 1989, 201), mika koskee menetelmin kaikkia kolmea vaihetta: ongelman ja ai-
neiston hahmottaminen ja kerddminen, analyysitulosten selittiminen ja kaytto. Ai-
neiston keruu kiynnistyi tiedostoista aiheen mukaisten hakusanojen understanding’
ja ‘comprehension’ kiyttotapojen kartoituksella. Pian osoittautui, ettd sana ‘meaning’
liittyi naihin liheisesti. Kyseisten sanojen ympirille kertyi runsaasti kirjallisuutta, jo-
ten ongelmaksi tuli kirjallisuuden rajaaminen. Tutkimus ei perustunut ulkopuoliseen
viitekehykseen padsanojen tulkinnasta, vaan tekstien tulkinnassa pyrittiin pysymain
immanenssin mukaisesti tekstin sisdisessd ajatusmaailmassa. Kirjoittajan ajatusmaail-
man tavoittaminen edellyttdi hinen kiyttiminsi kontekstin [6ytamist, jonka varassa
tutkija pystyy puolestaan paisemain tekstin ajatusmaailmaan. Lihiluennassa pyritiin
kiinnittimain huomiota tekstien sanavalintoihin, “piilomerkityksiin” ja kaytettyihin
lihteisiin, jotka usein paljastavat kirjoittajan valitseman kontekstin tai antavat viitteitd
sisaltoon vaikuttavasta tausta-ajattelusta.

Tutkimuksen luotettavuus riippuu siitd, kuinka hyvin tutkija onnistuu aineiston
valinnoissa ja tekstien tulkinnoissa. Tdhin ongelmaan on vaikea 16ytaa pitevid ohjeita,
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kuten Jussila ym. (1989, 204) toteavat. Tulosta on pyritty varmistamaan vertaamalla
omia tulkintoja muiden tutkijoiden tekemiin ja my6s aineiston ulkopuolelta [6ytyvissa
lihteissi tehtyihin tulkintoihin. Viime kidessi tulkinta palautuu uskottavuuteen, jon-
ka ratkaisijoina ovat tutkijan ohella my6s tutkimuksen lukijat. Aineiston kartoituksessa
ei ollut kéytettavissa tukijakumppania.

Aineiston rajaaminen ja piikisitteiden “understanding”, "comprehension” ja “mea-
ning” etsiminen etenivit samanaikaisesti. Sanalle 'ymmirtiminen’ 16ytyi nelja timin
tyon kannalta relevanttia merkitysti, ja sanan ‘merkitys’ valikoima supistui kolmeen.
Kirjallisuuden laajentaminen lopetettiin, kun aineisto alkoi kylldintyd (Huovinen &
Rovio, 2007, 105) eikd uusia tulkintoja edelld mainituille hakusanoille endd I6ytynyt.
Immanentin analyysin etuna on, ettd sen taustateoria ei rajoita uusien kisitteiden, ni-
kemysten tai ajatusrakennelmien 16ytimistd ja erittelyd. Toisaalta koherentin synteesin
tekemista vaikeuttaa se, ettd 16ydetyt kisitteet saattavat kuulua useille tiedonalueille
kuten filosofiaan, lingvistiikkaan, sosiologiaan tai psykologiaan.

4.3.2 Mixed-menetelmdit

4.3.2.1 Kvantitatiivinen menetelma

Kvantitatiivisella tutkimusmenetelmilli viitataan tavallisesti tutkimusaineiston han-
kintatapaan ja sen matemaattiseen kisittelyyn, joka riippuu siitd, milld asteikolla koh-
detta on mitattu. Kerdtyn havaintoaineiston mittalukuja voidaan kisitelld tilastollisin
menetelmin. Laskettujen tunnuslukujen perusteella tulkitaan, paitellddn ja selvitetian
meiti kiinnostavia asioita kuten riippuvuuksia tai seuraamuksia. Tutkimuksen luotet-
tavuus riippuu instrumentin patevyydestd, kohteen pysyvyydestd, mittaustarkkuudes-
ta, tilastollisen menetelmin kaytosti ja tulkinnasta (Vahervuo & Kalimo 1968).

Tutkimuksen luotettavuutta arvioidaan empiristisen perinteen mukaan validiteetin
ja pysyvyyden kisittein (Vahervuo & Kalimo 1968, 155). Validiteetilla eli patevyydelld
tarkoitetaan sitd, kuinka hyvin tutkimusmenetelma sopii juuri sen asian tutkimukseen,
jota on tarkoitus tutkia. Pysyvyydelld on kaksi komponenttia: konstanssi ja reliabili-
teetti. Jos sattumanvaraisuus johtuu mitattavan ominaisuuden luonteesta, on konstans-
si heikko. Reliabiliteetti ilmaisee testipysyvyyden. Jos se on pieni, sattumanvaraisuus
aiheutuu itse testisti. Testin pysyvyyden méirittimiseen on tissi tydssi kiytetty alku-
testin puolitusmenetelmii, joka saadaan osatchtivien korrelaatioiden suhteesta (emt.
157). Tisti kiytetdin myds nimitysti puolitusreliabiliteettikerroin.

Luotettavuuden primiiritekija on mittauksen validiteetti, silld siind tehtyjd virhei-
ti ei voida korjata tilastomenetelmilla tai tulkinnoilla. Missa médrin mittaus vastaa
kohteen ominaisuutta, on periaatteessa ongelmallinen ainakin korrespondenssin kri-
teerein. Tdssd tyssd mittausten luotettavuutta on pyritty lisddmiin itse tutkimuspro-
sessin kautta, jossa kolme matematiikan opettajaa arvioi testisuorituksia (Artikkeli E).
Heiltd on edellytetty yksimielista pisteytysta kunkin tehtavin kohdalla. Testien osalta
laskutaidon mittausta hiiritsevid taustatekijoitd on pyritty vakioimaan seuraavasti:
Testit on suoritettu oppituntien aikana ja valvotusti. Tehtdvit ovat olleet eri vuosina
samoja tai lahes samoja. Alku- ja lopputestien tehtavit eivit ole poikennet toisistaan
oleellisesti, vain numeroarvot ovat eronneet. Eri vuosikurssien suorituksia on voitu
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tutkia yhtend ryhmina, koska kurssin ohjaaja, ajankohta, sisiltd ja opetusmenetelmit
ovat olleet samoja.

Tuloksista laskettiin molemmissa ryhmissa koehenkiloiden tehtivakohtaisten alku-
ja loppupisteiden erotuksen keskiarvo. Erotuksen merkitsevyyttd testattiin t-testilla.
Asteikon sopivuus ja suuri vertailtavien ryhmien koko sallivat t-testin kiyton (Va-
hervuo & Kalimo 1968,183). Otoskeskiarvojen jakauma suurilla otoksilla noudattaa
todennikoisesti normaalijakaumaa, vaikka alkuperdiset pistemdirat eivit sitd nou-
dattaisikaan (Guilford 1956). Myéskiin ryhmien riippumattomuusehto ja jakauman
muotoon kuuluva vaatimus eivit tuottaneet estetta kyseisen testin kaytolle. Molemmat
vertailuryhmit oli muodostettu neljaltd perakkaiselta vuosikurssilta, ja ryhmien valil-
la vallitseva tasaisuus todettiin Mann-Whitneyn U-testilld (Siegel 1956, 116). Niiti
kvantitatiivisia menetelmii on kiytetty artikkelissa (E).

4.3.2.2 Kvalitatiiviset menetelmat

Kvalitatiivisissa menetelmissd on liahtokohtana tutkijan avoin subjektiviteetti ja sen
myontiminen, ettd tutkija ei ole vakioitava taustahiirié vaan tutkimuksensa keskei-
nen tutkimusviline. Tutkimuksen pédasiallinen luotettavuuden kriteeri onkin tutkija
itse, ja ndin ollen luotettavuuden arvio koskee koko tutkimusprosessia. Tutkimuksen
arviointia varten tulisi tekstissd nakya riittavasti tutkijan kiyttimid taustatietoja ja
nikokulmia (Eskola & Suoranta 1998, 211), joita seuraavaksi valaistaan kiytettyjen
menetelmien osalta.

Diskurssianalyysin keskeisia kasitteitd ovat kieli, merkit ja merkitykset. Artikke-
lissa C tutkitaan, miten opiskelijat rakentavat omaa matematiikan todellisuuttaan eli
diskurssiaan.

Luotettavuuden arvioinnissa pitevyyden ja pysyvyyden sijasta voidaan puhua mie-
luummin aitoudesta ja sovellettavuudesta. Edellinen viittaa siihen, onko tekstin tul-
kinnoissa onnistuttu avaamaan kirjoittajan diskurssin rakentamista kuvaava tulkinta
(Eskola & Suorantal998,218). Sovellettavuudella tarkoitetaan menetelmin kiyteokel-
poisuutta vastaavissa oppimisen arviointitilanteissa, joten voidaan puhua kuvaustavan
siirrettivyydesti tai jopa yleistettivyydesti (ks. Kaasila 2000, 234). Luotettavuuden
lisadmiseen on pyritty tutkijatriangulaation avulla, kun kaksi tutkijaa on lukenut tutki-
musaineiston selontekoja ja paivikirjoja moneen kertaan loytaikseen ymmartimiseen,
paattelyyn ja oppimiseen liittyvid diskurssiluokkia. Luokista on sitten keskusteltu ja
tehty johtopiditoksia. Kirjatuilta luokitteluilta ja johtopaatoksiltd on edellytetty tutki-
joiden yksimielisyytta.

Raporttiin on kirjoitettu otoksia selonteoista, ja esitetty tulkinnat siitd, miten
opiskelijat rakentavat diskurssejaan. Otokset tulkintojen yhteydessa tarjoavat lukijoille
mahdollisuuden koetella ja arvioida tutkijan paitelmid omilla tulkinnoillaan. Talld
tavoin on pyritty lisidmdin raportin tekstiin uskottavuuden ja kiyttokelpoisuuden
tuntua.

Fenomenografiassa luotettavuuden arviointikriteereind pidetdan vastaavuuden

lisaksi siirrettivyyttd, tutkimustilanteen arvioitavuutta ja vahvistettavuutta (Cuba &
Lincoln 1985). Siirrettivyydelld tarkoitetaan, ettd tuloksia voidaan soveltaa toisissa
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konteksteissa. Tutkimustilanteen arvioinnilla pyritidn antamaan mahdollisimman
autenttinen kuva oppimis-ja tutkimusympdristosta. Talla lisatddn tutkimuksen uskot-
tavuutta ja siirrettdvyyttd. Vahvistettavuus vastaa perinteisen ajattelutavan mukaan
objektiivisuutta subjektiivisuuden vastakohtana. Kvalitatiivisessa tutkimuksessa on
subjekti kuitenkin tutkimusviline, ja sitd voidaankin pitad menetelmin vahvuutena.
Oikeastaan tutkijan d4nen tulee kuulua tekstien tulkinnoissa ja analyyseissa. Objek-
tiivisuuteen ei kuulu tutkijan henkilokohtaisten intressien tai asenteiden edistiminen
tutkimukseen upotettuna.

Tissd tyossa on tutkittu oppilaiden pidttelyd ja ymmirtimistd heididn tuottamiensa
selontekojen avulla. Teksteistd on poimittu otteita ja niistd on tehty luokkia ja paa-
telmid. Luotettavuuden lisaamiseksi luenta, tekstien tulkinta ja johtopaitoksien teke-
minen on suoritettu tutkijatriangulaation mukaisesti (Eskola & Suoranta 1998, 69)
artikkelissa E ja D. Raportoidut paitelmit ovat neuvottelujen ja yhteisymmarryksen
tuloksia. Tulkintojen uskottavuuden lisddmiseksi on artikkeleihin kirjoitettu tilanne-
kuvauksia ja suoria siteerauksia selonteoista. Monipuolisimmin menetelmitriangulaa-
tiota on kaytetty mielekkain oppimisen mallin kehittimisessa.

Yhteenveto luotettavuudesta: Tulosten luotettavuuteen liittyy aivan erityisida on-

gelmia, kun tutkija itse opettaa ja tutkii saavutettuja oppimistuloksia. Toimintatut-
kimuksen nikokulmasta validiteetti ja reliabiliteetti sopivat huonosti luotettavuuden
kriteereiksi, koska kysymyksessi ei ole olemassa olevan maailman kuvailu, vaan uuden
toimintamallin kehittdiminen muuttuvia tilanteita varten. Siksipa tutkimuksen luotet-
tavuuden arviointiin on etsittiva muita kriteereja.

Uutta toimintamallia ei tehdi tyhjdstd, vaan tutkijan on tunnettava toimintaympi-
ristonsi sekd niiden taustaoletukset ja kdytinteet mahdollisimman hyvin. Télti pohjal-
ta tutkija voi kuvitella suuren joukon toimintamalleja kiytossi olevien lisaksi. Hinen
on kuitenkin arvioitava kokemuksensa ja ennakkotietojen varassa, mitkd muutokset tai
millaiset vaihtoehtoiset toimintamallit ovat mahdollisia. Uuden toimintamallin suun-
nittelussa on tehtivd hyvin perusteltuja valintoja mahdollisten maailmojen joukosta.
Valintoja rajoittaa suuri joukko psykologisia, sosiaalisia, taloudellisia ja kulttuuriin liit-
tyvid tekijoitd. Kehitetyn mallin toimivuutta selvitetiin kokeiluilla eli interventioilla,
joiden tehtivi on antaa tietoa artefaktin kayttokelpoisuudesta.

Nihdain, ettd toimintatutkimusta ei suoriteta ennakkoasetelmien, hypoteesien tai
toistettavuuden varaan, vaan kehittelya luonnehtii uteliaisuus, innovaatio, interventio,
rohkeat arvaukset ja relevanttien vaihtochtojen etsiminen. Lincoln ja Cuba (1985)
ovat ehdottaneet tutkimuksen luotettavuuden arviointiin objektiivisuuden, toistetta-
vuuden ja yleistettivyyden sijasta tuotetun mallin uskottavuutta, kiyttovarmuutta ja
siirrettavyyttd. Uskottavuuteen vaikuttaa se, kuinka hyvin aineiston valinta, sen ana-
lyysi, johtopditokset ja tulosten siirrettivyys saavat lukijan vakuuttuneeksi (ks. Kaasila
2000, 217-234). Tamin tydn teoreettiseen osaan on etsitty paljon maineikkaiden fi-
losofien ja tutkijoiden tuotantoa. Runsaasta tarjonnasta johtuen kirjallisuuden valinta
suoritettiin sen mukaan, kuinka relevantilta aineisto vaikutti tutkimuksen aihepiiriin
kannalta. Selkein kriteeriston puutteessa merkittavid lihteitd on voinut jidda ulko-
puolelle ja rajatapauksissa kyse on lopultakin makuasioista. Kiytetyn kirjallisuuden

4 Tutkimuksen tarkoitus ja toteutus | 61



osuvuutta ja kattavuutta lukija voi arvioida tutkimuksen referensseista. Paitelmien ja
luokituksen objektiivisuuden lisddmiseksi on kaytetty tutkijatriangulaatiota. Tutki-
muksen luotettavuutta on pyritty lisidmain my6s avoimuudella, kun testitehtivit ja
suoria tekstilainauksia on liitetty tekstiin.

Mallin kdyttévarmuus ja siirrettivyys kirsii siitd, ettd sen soveltaminen riippuu
kulloisestakin toimintaympiristosta eikd kontekstin jainnokseton kuvaus ole tutkijalle
juuri mahdollista. Uskottavuuden lisddmiseksi mallin kiyttokelpoisuutta on koeteltu
Artikkelissa E, jonka mukaan laskutaito kehittyi raporttiryhmissi paremmin kuin
kurssin tentilld suorittaneessa ryhmissa. Lisiksi mallin kiyttokelpoisuutta on pyritty
lisidmdin ohjeistuksella, miten ymmairtimistd voidaan arvioida diskurssianalyysin
avulla (Artikkeli C).

Heikkisen ja Syrjilin (2007, 159) mukaan yksi tutkimuksen luotettavuuden kri-
teereistd on havahduttavuus. Tdmin tutkimuksen eris tehtiva on havahduttaa lukija
huomaamaan, ettd ymmirtiminen ei perustu mihinkdin itsestddn selvain joko/tai
-asetelmaan, vaan silli on monia tehtivii ajattelussa, kommunikoinnissa ja oppimises-
sa. Tuotettu malli on tdyttinyt taltd osin tehtdvinsi, jos se haastaa lukijansa syventy-
main kohtaamaansa ongelmaan ja kehittdimain tarjolla olevan mallin puitteissa uusia
ratkaisuja.

Aiheen valinnan kannalta huomio kiinnittyy tutkimuksen relevanssiin, jonka kritee-
reind pitaa tutkimuksen tirkeyttd, kiinnostavuutta ja nikékulman tuoreutta aiempiin
tutkimuksiin verrattuna (Hammersley 1998, 111). Tirkeytti ja kiinnostavuutta tuskin
kukaan voi kiistdd, kun katsoo eri maiden opetussuunnitelmien tavoitteita, kansainva-
listen konferenssin ohjelmia tai ymmartamista késittelevid artikkeleita kansainvilisissa
julkaisusarjoissa. Tutkimuksessa kehitetty artefakti on toimintatutkimuksen luonteen
mukaisesti pikemminkin prototyyppi kuin loppuun hiottu oppimismalli (Heikkinen
& Syrjild 2007, 148). Potentiaalisella kiyttijikunnalla on oikeus odottaa mallilta kiyt-
tokelpoisuutta ja hyddyllisyytti Habermasin tiedon intressien mukaisesti (Niiniluoto
1984, 72). Tutkimukseen on kuitenkin voinut pujahtaa tutkijan henkilokohtaisia arvo-
latauksia, joita kriittinen lukija voi itse loytaa.

Eettinen nikokulma jaluotettavuus palautuvat kahden roolin problematiikkaan, kun
tutkija opettaa ja tutkii itse oppimistuloksia. Eettisiin kysymyksiin kuuluu kriittinen
arvio seikoista, jotka koskevat tutkimuksen tekijin suhdetta kohteisiin ja tavoitteisiin.
Tutkimuskohteesta tulisi saada totuudenkaltaista tietoa loukkaamatta tai saattamatta
kohdetta huonoon valoon. Tavoitteiden tulee olla sellaisia, etti ne edistivit ihmisar-
voista elimii ja hyvinvointia. Tutkimuskohdetta tulee arvostaa ja ottaa huomioon hi-
nen asenteensa ja arvomaailmansa. Tutkijan tulee olla avoin, rehellinen ja vilpiton seka
tutkimuskohdetta ettd tutkijatovereita kohtaan (Heikkinen ym. 2007, 180). Tutkijan
velvollisuus on kayttaa sellaisia menettelytapoja, jotka noudattavat eettisesti kestavia
toimintaperiaatteita. Eettinen aspekti ja luotettavuus liittyvit monin tavoin toisiinsa.

Toimintatutkimuksessa tutkija itse on usein tutkimus instrumenttina, joten vali-
neen, kohteen ja tuloksen suhde on problemaattinen (Eskola & Suoranta 1998, 211).
Tehtivien antamista ja kysymysten laatimista ohjaavat tutkijan taustaoletukset, jotka
saattavat suunnata tehtavin suorittamista ja vastauksia tutkijan odotusten mukaan. Toi-
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saalta suoritusten ja vastausten tulkintaa voivat vinouttaa tutkijan omat ennakko-odo-
tukset. Empiirinen tutkimus Artikkeleissa C ja E on tehty yhteistyona. Johdattelevien
kysymysten vilttimiseksi tehtivid oli laatimassa vihintddn kaksi matematiikan opet-
tajaa. Lopulliset tulkinnat on saatu neuvottelujen tuloksena ja yhteisymmarryksessa.
Laskutehtdvien tarkistamisen ja tulkintojen luotettavuuden lisiamiseksi Artikkelissa
E kiytettiin vield kolmatta matematiikanopettajaa. Ennen kuin artikkelit lihetettiin
toimitukseen, ne luettiin moneen kertaan ja varmennettiin, ettd tulkinnoista oli paasty
yksimielisyyteen.

Systemaattinen analyysi osoittautui yksin tehtyni vaativaksi, koska immanenssin
mukaisesti lukijan tuli tavoittaa tekstin sisdinen ajatusmaailma ilman ulkoista tulkin-
takehystd. Tekstin sisdisen ajatusmaailman tavoittaminen edellytti tekstin tulkintaa
sen omassa ymparistossddn. Se puolestaan laajensi tutustumista kirjoittajan ja hinen
aikalaistensa muihin vastaaviin teksteihin. Tulkintojen osuvuus pyrittiin varmistamaan
vertaamalla omia tulkintoja toisten tutkijoiden vastaaviin téihin. (Jussila ym. 1989).

Empiirisen aineiston keriimisessi on kiinnitettdvi huomio kohdehenkiléiden
kohteluun. Matematiikan kurssiin osallistuneille ilmoitettiin, ettd tiettyihin opetuksen
jaksoihin liittyi oppimisen tutkimista (ks. Hakkarainen 2007, 74). Kaikilta kurssiin
osallistuneilta kysyttiin lomakkeella lupa kiyttda heidin tuottamaansa materiaalia tut-
kimukseen. Lisdksi kysyttiin, voitaisiinko heidin suorituksiaan tai pohdintojaan liittdd
tutkimusraportteihin. Tutkimushenkilon paljastumisen valttdmiseksi lainattiin vain
lyhyiti tekstiosuuksia ja kiytettiin peitenimii (ks. Mills 2007, 105). Vain muutama
opiskelija kielsi kayttamaista heidin kirjoituksiaan tai laskutehtivien suorituksia julkai-
suissa. Téssd meneteltiin heidin toiveidensa mukaisesti. Artikkelit ovat olleet vihin-
tidn seitsemin vuotta saatavilla, eikd kukaan matematiikan kursseihin osallistuneista
ole kommentoinut siteerauksia tai niiden tulkintoja.

Tutkimuksesta ja artikkelien sisalloista on viime kadessa vastuussa tutkija itse. Refe-
roiduissa artikkeleissa lehden toimituksella on omat kriteerinsd tutkimuksen tasosta.
Timin tyon nelja artikkelia hyvaksyttiin lehteen ensimmiisella kerralla. Artikkelia C
tuli toimituksen toiveesta tiydentia kaksi kertaa.

4.4 Tiivistelmat alkuperaisista artikkeleista

4.4.1 (A)Leinonen, J. (2002). Ymmdrtdminen - jdsentynyttd tietdmistd.
Kasvatus 33 (5), 475-483.

Tamin artikkelin tehtava oli selvittdd tietimisen ja ymmartimisen suhdetta oppimisen
nikokulmasta. Tutkimusmateriaaliin on valittu sellaisia teksteji, joita oli siteerattu
runsaasti. Materiaalin rajausta on tehty oppimispsykologisen ja lingvistisen nikokul-
man mukaan. Kysymyksessi on teoreettinen tutkimus ja menetelmini on systemaat-
tinen analyysi.

Otsakkeen mukaisen aiheen merkittavyyttd artikkelissa perustellaan silld, ettd ny-
kyisin tuotetun tiedon miira on liian suuri hallittavaksi yksittdisind tosiasiavdittamina.
Rajallisen muistikapasiteetin vuoksi hajallinen tieto tulisi korvata joustavilla tietojar-

4 Tutkimuksen tarkoitus ja toteutus | 63



jestelmilla, mika yksilon kohdalla tarkoittaa jasentynytti eli ymmarrettyd tietoa. Asian
selvittimiseksi kartoitettiin tiedon hallinnan kielellisid, sosiaalisia ja psykologisia
chtoja.

Kahdessa ensimmiisessd luvussa tarkastellaan merkityksen muodostusta erilaisissa
konteksteissa. Aluksi kysytdan, mitd ovat asiat tai asiantilat, joista pyritddn saamaan
tietoa. Tekstissi paitellddn, ettd asiat eivit ole pelkkii oliojoukkoja vaan olioiden vililld
taytyy olla kiintedt suhteet, jotka tekevit joukosta jirjestyneen rakenteen. Mydskin
symbolisilta esityksiltd edellytetddn jirjestystd, jonka mukaan sanoma voidaan tulkita
ja asia ymmirtdd. Artikkelissa on annettu esimerkki, miten kuuden pisteen joukosta
on muodostettu ikonisia symboleja joidenkin asioiden kuvaamiseen. Annetussa
esimerkissd osoitetaan lisiksi, kuinka tulkinta on sidoksissa kontekstiin ja tulkitsijan
ennakkotietoihin.

Ymmartamisessi kielellisen ilmaisun merkitys avautuu tulkinnan avulla, joka suorite-
taan kasitteellisen viitekehyksen puitteissa ja joka edellyttda taustatietoja aiheesta seka
tiedollisia taitoja. Osoittautui, etti tulkintakehykset muodostavat pysyvyyden mukaan
hierarkkisen jirjestelmin (Vosniadou 1994). Pohjalla ovat pysyvimmit taustaoletukset
ja periaatteet, jotka ovat usein tiedostamattomia eikd niitd tavallisesti kyseenalaisteta.
Toista ddrilaitaa edustavat viitekehykset, jotka ovat muutosherkkii tilanteen vaihtelul-
le tai lisdinformaatiolle. Vilille asettuvat ne mallit, jotka nojaavat pysyvain pohjaan,
mutta muutoksia tapahtuu harvoin. Artikkelissa todetaan, ettd perusteita luotaavat pa-
radigmojen muutokset ovat varsin vaikeita myos asiantuntijoille saatikka maallikoille.

Luvussa ”Ymmairtiminen ja merkit” tarkastellaan intressien ja taustatietojen vaiku-
tusta sithen, millaista informaatiota havaintomateriaali tarjoaa. Esimerkkin on mitta-
rilukema, joka antaa symbolista informaatiota rutiinikiyttdjille, mutta asiantuntijalle
se on indeksin tarjoamaa informaatiota mitattavan kohteen tilasta.

Luvussa "Tieto ja ymmirtimisen ehdot” selvitetaan aluksi, milld tavoin ymmarta-
minen toimii tietimisen resurssitekijind. Samasta materiaalista voidaan poimia tietoa
erilaisiin kdyttotarkoituksiin pinnallisista rutiinisddnnoista syvllisiin teoreettisiin pe-
rusteisiin kuten on esimerkiksi Pythagoraan teoreeman laita. Tietovdittiman ymmar-
timisen chdoille on kehitetty seuraava kaavio mielekkiin oppimisen viitekehyksessa:

1. henkilo kokee viitteen mielekkiiksi,

2. henkil® tuntee viitteen viitekehyksen,

3. henkil6 pystyy tulkitsemaan viitteen em. viitekehyksessa ja
4. henkil6 on oikeutetusti vakuuttunut tulkinnastaan.

Mielekkyysehto edellyttad, etti viite on relevantissa suhteessa henkilon kognitiiviseen
struktuuriin. Tiedollisten perusteiden arvioimiseen tarvitaan menetelmitietoa ja
taitoa seurata piittelyketjuja. Artikkelissa todetaan, ettei ymmirtiminen ainoastaan
tehosta tiedon hallintaa, vaan myos lisaa sen kayttokelpoisuutta kuten selittimista,
ennusteiden tekemistd, jaljittamistd ja soveltamista.

Loppupéitelmini on, ettd sanalla 'ymmirtiminen’ on oppimisen nikékulmasta
monia merkityksid. Se voidaan nihda laajana tiedollisten tapahtumien ylikisitteena,

64 | Leinonen: Matematiikan ymmartamisestd — Kasitteistd kaytantoon



johon kuuluvat my6s emootiot. Ymmairtimistd voidaan pitad myds mentaalisena ti-
lana, jolloin se on otsakkeen mukaisesti jasentynyttd tietimistd. Tamain jirjestelmin
puitteissa yksil6 voi nihdi tapahtumat osana laajempaa kokonaisuutta tai kisitteellistd
viitekehysta. Tiedollista aktiivisuutta korostavassa tulkinnassa ymmairtiminen on toi-
mintaa, jossa kielelliset ilmaisut tulkitaan ja jossa oivalletaan niiden merkitykset.

4.4.2 (B)Leinonen, J. (2003). Kdsite ja ymmdrtdminen. Kasvatus 34 (1), 56-65.

Tiama artikkeli on teoreettista tutkimusta, jonka tarkoitus oli selvittdd sanan ’kisite’
tehtdvid ja merkitystd ymmirtimisen, ajattelun ja oppimisen niakokulmasta. Tutkimus-
menetelmini on systemaattinen analyysi. Informaatioldhteeksi on pyritty valitsemaan
edustava joukko alan kirjallisuutta: opetussuunnitelmia, opetusalan tutkimuksia,
oppikirjoja, filosofisia selvityksii ja sanakirjoja. Artikkelissa tarkastellaan kisitteen teh-
tivad, sen muodostusta, ontologista luonnetta sekd ilmaisutapoja ja edelld mainittujen
keskiniisid suhteita.

Artikkelissa on johdannon ja yhteenvedon lisiksi kaksi pailukua, joista otsakkeen
"Kisitteet” alla huomion kohteena ovat kisitteen vilineellinen rooli, kisitteen suhde
attribuutteihin ja tietoon sek kisitteen konteksti- ja nakokulmariippuvuus. Toisessa
paaluvussa "Merkki ja merkitys” esitelldin merkin merkityksia ja kisitteen sisallollisid
seikkoja sekd merkin semioottisia lajeja: indeksi, ikoni ja symboli.

Kisitteita pidetaan ajattelun ja tiedon kulmakivini, mutta niiden yleinen luon-
nehdinta johtaa helposti kehipditelmiin, koska niiden analysointi vaatii yleisempai
nikokulmaa ja sen kisitteistod. Sitd vastoin kisitteiden tehtivi on selkeampi, koska
niiden avulla saadaan ajatuksellista ja myos konkreettista otetta meitd kiinnostaviin
asioihin kuten matematiikan lukujoukkoihin. Kisitteiden avulla voidaan my®és selittaa
esimerkiksi havaintoprosesseja, ajattelua ja kayttaytymista. Kisitteet yleistyksina anta-
vat tietoa suuresta joukosta kisitteen alaan kuluvista olioista, asioista ja tapahtumista.
Filosofisten suuntausten mukaan kisitteet voivat olla platonilaisittain ideaolioita,
konseptualismissa mentaaliolioita tai sosiaalisen konstruktivismin tapaan kulttuuri-
tuotteita ihmismielen luomuksina.

Kisitteiden ja attribuuttien sisallollisia ja kontekstuaalisia seikkoja on selvitelty
omissa alaluvuissaan. Attribuuteilla tarkoitetaan olioiden ominaisuuksia ja suhteita,
joita voidaan kiyttad olioiden luokituksen perusteena. Koska yleiskasitteet luokitte-
luperusteina sisaltivit olioiden yhteisid ominaisuuksia, voidaan attribuuttejakin pitaa
kisitteind. Kullakin tiedonalalla vallitsee sille ominaiset epistemologiset ja ontologiset
sitoumuksensa, vaikka niitd ei oppikirjoissa useinkaan esitelld. Reaalitieteissa, kuten
maantiede, tutkitaan jokia, jarvid ja vuorten korkeuksia, ikdin kuin niiden ominai-
suuksiin saataisiin suora kontakti. Tavan takaa puhutaankin tutkimuskohteen ominai-
suuksista ja suhteista niin kuin kasitteilld olisi kdyttod vasta teoreettisina entiteetteina.
Tillsin kisitteet ovat tietoisuuksia attribuuteista (Kivinen 1994).

Kisitteen kontekstisidonnaisuuteen on artikkelissa kiinnitetty erityista huomiota.
Oikeastaan ongelma palautuu termien kéytto6n eri ymparistoissa. Eklektismiksi nimi-
tetyssd suuntauksessa ei ole otettu kyllin vakavasti kisitteiden taustaoletuksia, kun oppi-
ja aatchistoriallisesti yhteen sopimattomia asioita on yhdistelty ndenniisesti toimivaksi
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kokonaisuudeksi, kuten Kolbe tekee Miettisen (1998) mukaan. Kouluesimerkki kon-
tekstiriippuvuudesta on sana voima, jonka merkitys on eri fysiikassa ja esim. teologiassa.

Toisessa pdiluvussa "Merkki ja merkitys” tutkitaan ymmirtimistd lingvistiikan ja
semiotiikan nikokulmasta. Merkkien kiytto on kommunikoinnin ehto ja sen tehtiva
on merkiti jollekin jotakin jossakin suhteessa (Peirce 1992). Merkkilajeja ovat indeksi,
ikoni ja symboli. Merkit viittaavat kohteeseensa. Kytkentid kutsutaan referentiaaliseksi
suhteeksi. Vuorovaikutussuhde liittdd indeksin referenttiin, ja ikonin viittaus perustuu
merkin ja kohteen samankaltaisuuteen. Symboliset ilmaisut ovat sopimuksenvaraisia:
ne viittaavat merkityksiin eli kohteisiin ja sisiltoihin, joista kdytetddn my6s nimityksid
ekstensio ja intensio.

Merkit eivit kuitenkaan kanna merkitysta siilion tavoin, vaan merkit toimivat pi-
kemminkin tulkintavihjeini vastaanottajalleen. Tekstin tulkinnassa ja sen sanoman ta-
voittamisessa eli ymmartimisessd ovat taustatiedot ratkaisevassa asemassa. Tavanomai-
sessa kommunikoinnissa tai oppimateriaaleissa taustaoletukset ovat useimmiten vain
implisiittisesti esilld. Ymmirtdikseen sanoman oikein oppijan on tunnettava sanoman
relevantit taustat, muuten sanoman sisalto voi jadda epaselvaksi. Vadrinymmartimisen
mahdollisuuksia on monia, joista artikkelissa on annettu esimerkki.

Artikkelissa paddyttiin maltillisen realismin mukaiseen ajatukseen, ettd kisitteet
ja attribuutit ovat itseniisid olioita. Kisitteet sijaitsevat Popperin maailma 2:ssa, ja ne
ovat my6s kulttuurin mukana kehittyvia kollektiivisia entiteetteja Popperin maailma
3:ssa (Niiniluoto 1990). Attribuutit ovat fysikaalisten tai idealisoitujen olioiden omi-
naisuuksia ja suhteita Popperin maailma 1:ssi. Merkkien tulkinta toimii linkkina siten,
ettd merkin tarkoittama objekti tulee ymmarretyksi kisitteiden valitykselld. Taman
tutkimuksen nikokulmasta tultiin siithen tulokseen, ettd kisite on luonteeltaan kollek-
tiivinen entiteetti, mutta yksilon kannalta se on tietosuutta attribuutista.

4.4.3 (C)Leinonen, J. & Korhonen, A. (2005). Miten arvioida matematiikan
opiskelua ja ymmdrtdmistd. Kasvatus 36 (1), 33-42.

Tami artikkeli on tehty yhteistyossi KTL Anne Korhosen kanssa. Tutkimuksen
tarkoituksena oli kehittdd arviointimenetelma, jonka avulla saataisiin matematiikan
kurssin aikana reaaliaikaista tietoa opiskelijoiden matemaattisen ajattelun ja ymmirti-
misen kehittymisesta. Tutkimus perustui opetuskokeilun aikana kerattyyn empiiriseen
aineistoon. Aineiston analyysi ja padtelmat tehtiin diskurssianalyysilld, joka on sosiaa-
lipsykologiaan kuuluva tutkimusmenetelmi, ja joka nojaa sosiaaliseen konstruktionis-
miin (Gergen 1994). Siina yksilotietoisuuden tilalle tulee diskurssi, joka on sosiaalisen
vuorovaikutuksen ja kielenkiyton ilmenemismuoto (Gergen emt.; Sfard 2008). Mene-
telmin kiytossi Anne Korhosella oli paavastuu.

Lapin yliopistossa luokanopettajakoulutuksessa vuonna 2001 kehitin ja kokeilin
oppimisen arviointimenetelmdd matematiikan peruskurssilla, jonka pituus oli viisi
viikkoa. Viikko-ohjelmaan kuului kaksoistunti sekd luentoa ettd pienryhmiopetusta.
Kurssilla olivat mukana kaikki 64 toisen vuosikurssin opiskelijaa, joilta velvoitettiin
aktiivista osallistumista pienryhmiohjaukseen. Heistd 17 halusi suorittaa kyseisen
matematiikan kurssin kirjoittamalla opintopaivikirjaa. Loput opiskelijoista suorittivat
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kurssinsa perinteisesti lopputentilld kurssin paattecksi. Oppimispaivikirjojen analyysi
ja paatelmit tehtiin diskurssianalyysilla.

Piivikirjaa kirjoitettiin kurssin etenemisen mukaan ja parin sivun mittainen ote tuli
palauttaa opettajalle viikoittain. Kirjoittajia ohjeistettiin syventymain kurssin aiheisiin
sekid kirjoittamaan kurssilla virinneistd ajatuksista ja pohdinnoista. Kurssin pitdjana
annoin viikoittain suullisen palautteen kullekin kirjoittajalle seki vihjeitd seuraavaa
selontekoa varten. Puutteellisia esityksid tuli tdydentia ja virheellisyyksia korjata mah-
dollisimman pian.

Piivikirjatekstid kertyi melkein 200 sivua. Tutkijat lukivat opiskelijoiden kirjoi-
telmat huolella moneen kertaan ja neuvottelivat merkityssysteemien identifioinnista,
kunnes paisivit yksimielisyyteen. Anne Korhonen vastasi padosin tutkimusmenetel-
min kiytostd, kun taas itse huolehdin opetuksesta, kirjoittamisen ohjauksesta ja pa-
lautteen antamisesta.

Aineistosta 16ytyi kaksi diskurssia, joille annettiin luonteensa mukaiset nimet:
mekaanisten muistisiintojen diskurssi ja heuristisen tunnustelun diskurssi. Edellisessa
tapauksessa merkitykset olivat symbolien praktisia kdyttosaiantoja. Heuristisen tunnus-
telun diskursseille oli tunnusomaista merkitysten tuottaminen luovana prosessina.

Aineistosta 6ytyi my6s esimerkki ristiriitatilanteesta, jossa opiskelija laittoi oman
ajattelutaitonsa koetukselle. Diskurssien vilinen ristiriita johti ajatuskokeisiin ja rat-
kaisuvaihtoehtojen koetteluun. Virheellisten tulkintojen 16ytiminen osoitti ristiriidan
nienniiseksi, jonka opiskelija pani tyydytykselld merkille. T4ssa yhteydessa artikkelis-
samme on nostettu esille mallien kiyton ongelma matematiikan opetuksessa. Konk-
reettisiin malleihin sitoutuminen saattaa olla jopa haitaksi, jos ne saavat dominoivan
aseman argumentaatiossa.

Metadiskurssien maailma tarjosi joukon vaihtochtoisia nikokulmia, joiden kiyt-
tokelpoisuutta voitiin arvioida tilanteen mukaan. Tarjolla oleva diskurssien valikoima
on chto reflektiiviselle ajattelulle, mutta my6s aidolle pedagogiselle dialogialle, kuten
Artikkelissa C todetaan. Kriittisen ajattelun metadiskurssi voi suuntautua muun muas-
sa oppikurssin sisdltoon, toteuttamistapaan tai kiyttokelpoisuuteen, josta on annettu
esimerkki artikkelissa.

Yhteenvedossa tarkasteltiin diskurssianalyysin kayttomahdollisuuksia matematiikan
opetuksessa. Artikkelin mukaan rinnakkaiset, ristiriitaiset tai vaihtoehtoiset diskurssit
ja erilaiset nikokulmat tarjoavat keinoja arvioida opiskelijan matemaattisen ajattelun
kehittymistd ja ymmartamistd. Lisaksi osoitettiin, kuinka vuorovaikutustapahtumien
analyyseilla paastiin kisiksi opiskelutapoihin ja -strategioihin. Lopuksi artikkelissa
paiteltiin, ettd diskurssianalyysi soveltuu tutkijalle, opettajille ja my6s omaa tyétaan
tutkivalle opettajalle.

4.4.4 (D)Leinonen, J.(2011). Understanding and Mathematical Problem Solving.
Teoksessa K. Sziics & B. Zimmermann (eds.), Proceedings of the ProMath
meeting in Jena 2010, 85-94. University of Jena.

Tama artikkeli perustuu ProMath-konferenssissa pitimaini esitelmain. Se on julkaistu
esitelmistd tehdyssi kirjassa. Kyseessa oli teoreettinen tutkimus, jonka tehtivina oli sel-
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vittdd ymmartimisen ja ongelmanratkaisun roolia matematiikan oppimisessa. Tutkimus-
aineistona olivat opetussuunnitelmat, tehtivialuetta kisittelevit referoidut julkaisut ja
omat aiemmin kirjoitetut artikkelit. Tutkimusmenetelmini oli systemaattinen analyysi.

Aiemmissa artikkelissa A ja B oli kdynyt ilmi, ettd sanalla’ymmirtiminen’ on monia
merkityksii ja tilanne vaikutti sekavalta. Tarkempi analyysi osoitti, ettd joillekin kysei-
sen sanan merkityksille voidaan 16ytii luonteva asema Ausubelin (1968) mielekkiin
oppimisen teoriassa. Tdssa tyossa kehitetty malli sisdltdd neljd erilaista ymmirtimisen
muotoa, jotka erotetaan indekseilli (Y1-Y4 ). Ensimmiinen on kestomuistin tila ja
jalkimmaiset ovat tydmuistin prosesseja. Ymmirtimisen muodot saavat mallissa luon-
teensa mukaisen tehtdvin seuraavasti:

Ymmirtiminen Y1 (konseptuaalinen tieto):

Ymmairtiminen Y1 on kestomuistiin taltioitunutta konseptuaalista tietoa, jossa pro-
positionaalinen ja proseptuaalinen tieto kietoutuvat toisiinsa. Tieto on jirjestiytynyt
semanttiseksi verkoksi, jossa on linkkejd ja solmuja. Kisite, tosiasia tai proseduuri on
ymmirretty Y1, jos se on osa verkkoa. Ymmartimisen Y1 aste riippuu linkkien luku-
midristd ja vahvuudesta (Hiebert & Lefevre 1986). Verkon tehtivi on tarjota niko-
kulmia, viitekehyksid ja menetelmitietoa informaation kisittelyyn.

Ymmartiminen Y1 on jatkuvan muutoksen alainen oppimisen ja unohtamisen vuok-
si. Ei ainoastaan jonkin aihealueen tietomairi laajene, vaan epdkoherentit verkon osat
voivat jisentyd koherenteiksi. Verkon jokin osa-alue saattaa muuttua radikaalisti, kun
esimerkiksi empiiriset perustelut korvataan aksiomaattisilla. Airitapauksissa puhutaan
kuhnilaisesta paradigman muutoksesta.

Ymmirtiminen Y2 (tulkinta):

Ymmirtiminen Y2 kohdistuu tekstiin, ja tarkoituksena on “saada kisiin” sen sisilto
Y1:n tarjoamassa viitekehyksessi. Referentiaaliset merkitykset ovat kielellisten ilmaisu-
jen viitteellisid kohteita ja niihin liittyvid attribuutteja: ekstensioita ja intensioita. Kon-
tekstuaalisella merkitykselld tarkoitetaan idean tai merkin asemaa kyseisessa jarjestel-
missi. Merkityksen muodostaminen lauseelle tapahtuu Wittgensteinin (1971/1922)
kuvateoriaa soveltaen siten, ettd yksilo projisoi ajatussisiltonsi relevanttiin kohteeseen.
Viiringmmartiamisessa tulkinta ei ole tavoittanut relevanttia tarkoitetta tai kohteelle ei
ole omistettu asianmukaista ajatussisiltod.

Ymmartaminen Y3 (synteesi):
Ymmirtiminen Y3 sovittaa tulkitun merkityssisillon oppijan omaan tictojirjestel-
miin Y1. Sovittaminen suoritetaan seuraavien vaiheiden kautta:

1. Erotetaan oleelliset informaation elementit epioleellisista. Saatu informaatio tii-
vistetddn ja yleistetaan yksilon tietojarjestelmin mukaiseksi ts. tehddan synteesi.

2. Saadulle informaatiolle tehddin yksilon aiempien esitysten mukainen kuvallinen
ja symbolinen esitys.

3. Saatu representaatio integroidaan tietojirjestelmain Y1.
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Artikkelissa C korostetaan, etti kehilld 1 ei tuoteta uutta tietoa, vaan se on tekstin
tulkinta-, kiinnés- ja integrointitapahtuma (Marzano 2001).

Ymmirtiminen Y4 (akkommodaatio):

Ymmirtiminen Y4 organisoi uudelleen kestomuistin tietojarjestelmas, jonka seurauk-
sena saatua informaatiota voidaan tulkita uudessa valossa. Esimerkiksi ongelmanratkai-
sutehtdvi voi aiheuttaa tietorakenteessa jannitteen, joka kdynnistad rakennemuutoksen
ja tuottaa uuden ympariston ongelmanratkaisua varten. Maailmankuvan tai matema-
tiikkkakuvan muutos voi olla enemmin tai vihemmin radikaali. Muutosten alaisena
voivat olla tiedon lisiksi myos uskomukset, asenteet tai affektiot. Esimerkiksi tehtavin
kannalta relevantit uskomukset edistavit matematiikan oppimista, kun taas irrelevan-
tit vaikeuttavat siti.

Ymmirtiminen ja ongelmanratkaisu:

Toinen osa artikkelista kisittelee ymmirtimisen tehtivii ongelmanratkaisussa. Ym-
mirtiminen, tarjoaa resurssit ongelmanratkaisuun ja ongelmanratkaisu puolestaan
tuottaa uusia tietorakenteita. Artikkelin lopussa todetaan, ettd matematiikka voidaan
nihdai jarjestelmini, johon kuuluu kaksi toisiaan tiydentivii osa-aluetta: ymmirtimi-
nen ja paittely (Harel 2009). Oppiminen etenee osien vilisend komplementaarisena
prosessina esimerkiksi Sfardin (1991) reifikaatioteorian tapaan.

4.4.5 (E)Leinonen, J. & Pehkonen, E. (2011). Teacher students’ improvements in
calculation skills and understanding in the case of division. Teoksessa B.
Ubutz (ed.), Developing Mathematics Thinking. Proceedings of the 35t
Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME) July 10-15, 2011 in Ankara, (vol. 3, pp. 129-136).
Ankara: Middle East Technical University.

Tima artikkeli on tehty yhteistyossa prof. Erkki Pehkosen kanssa. Se on esitelty kan-
sainvilisessi PME—konferenssissa Ankarassa vuonna 2011 ja julkaistu artikkeleista
tehdyssi kirjassa. Artikkelin tarkoitus oli selvittdd, kuinka laskutaitoja ja ymmirtdmis-
td voidaan kehittdd oppilasta aktivoivilla kysymyksilld. Tutkimusaineisto on keritty
Lapin yliopiston luokanopettajakoulutuksen matematiikan peruskurssin yhteydessa.
Aineiston analyysi ja raportointi on tehty molempien tutkijoiden yhteistyona. Lisiksi
ulkopuolinen matematiikan opettaja osallistui testien arviointiin. Tutkimusmenetel-
mini oli sckamenetelmi (mixed methods), jossa kerittyi empiiristi aineistoa analysoi-
tiin kvantitatiivisilla ja kvalitatiivisilla menetelmilla.

Luokanopettajaopiskelijoilla oli vuosina 2007-2010 kaksi vaihtochtoa suorittaa
matematiikan peruskurssi: kertaustentti kurssin jilkeen tai pohdiskelevien selonte-
kojen kirjoittaminen kurssin aiheista. Kurssin pituus oli kuusi viikkoa. Viikoittaiseen
ohjelmaan kuului 90 minuuttia kestiva luento ja saman mittainen pienryhmiohjaus,
joihin edellytettiin aktiivista osallistumista. Opetuksen aiheita olivat muun muassa pe-
ruslaskutoimitukset, prosenttilasku ja lukujirjestelmit. Laskutaitoja mitattiin alku- ja
lopputestilld. Tentti- ja selontekoryhmin laskutaitoja verrattiin toisiinsa eri tehtavien
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osalta. Testeihin osallistui yhteensi 220 opiskelijaa, joista 57 oli selonteon kirjoittajia
jaloput 163 suoritti kurssin perinteiselld tentilld kurssin paatyteya.

Alku- ja lopputestin ensimmiinen tehtivi oli kokonaislukujen jakolasku, toinen oli
supistamistehtivi ja kolmas desimaalilukujen jakolasku. Tehtavit arvioitiin kolmipor-
taisesti niin, ettd 0 pistettd annettiin tdysin vadristd ja 2 pistettd tuli tdysin oikeasta
suorituksesta. Osittain oikean suorituksen arvo oli 1 piste. Molempien ryhmien osalta
laskettiin alku- ja loppupistemairistd keskiarvojen ero ja erojen merkitsevyytta tes-
tattiin t-testilld. Selonteoista jaljitettiin kvalitatiivisesti erilaisia ajattelutapoja, joiden
perusteella voitiin arvioida ymmartimista.

Selonteon kirjoittajat saivat raporteistaan viikoittain palautetta ja lisiohjeita seuraa-
vaa kirjoitusta varten. Ohjeistus ja keskustelut kiytiin pidasiassa sihkopostin valityk-
selld. Kaikilla opiskelijoilla oli tietokone yliopiston puolesta. Kurssin alussa annettiin
kirjoittajille rohkaisevia yleisohjeita pohdiskeluun kuten:

Tirkeinti on ihmettely. Mikddin ei ole automaattisesti selvid. Ei ole huonoa miksi
-kysymystd, vain vastaukset voivat olla huonoja. Etsi laskusiinndille perusteluja
Ja kirjoita niisti.

Jakolaskun toimintaperiaatteen keksimiseksi annettiin suuntaavia kysymyksia:

Miksi jakolaskun tulosta on hyvi arvioida ennen laskusuoritusta? Miksi jakolaskn
aloitetaan aina vasemmalta? Mieti ervi laskuvaiheiden merkitysti? Miten jakolas-
kun suoritus eroaa, kun se tehddiin eri lukujirjestelmissi?

Alkutestissd ryhmien pistemairissd oli vain muutaman prosentin ero. Kokonaislukujen
jakolaskuissa onnistuttiin parhaiten, mutta desimaalilukujen jakolaskussa pistekeskiar-
vo jii alle puoleen maksimista. Supistamistehtivi sijoittui ndiden viliin.

Artikkelissa E testin tehtivi oli paljastaa eri tehtavityyppien avulla sellaisia tekijoita,
joihin puuttumalla voitaisiin edistdd laskutaitoa. Pieni korrelaatio (r = 0.39) testissd
osoitti, ettd alkupisteilld ei juuri ollut ennustearvoa loppupisteisiin. Pieni pysyvyysker-
roin (r_ = 0.48) alkupisteissi kielii siitd, ettd testi antaa tilastollisesti lihes sattumanva-
raisiaarvoja. Tama saattoi olla merkkina siitd, ettd laskusuorituksia ohjasi joukko erillisia
tehtivikohtaisia toimintakaavioita. T4ssa tutkimuksessa haluttiin kokeilla, edistdisiko
toimintaperiaatteisiin ja yleistyksiin panostaminen my®os laskutaitoja. Kurssin jilkeen
selontekoryhmin testipisteméirit nousivat eniten kaikissa tehtivissi, mutta t-testin
mukaan vain desimaalilukujen osalta keskiarvojen ero oli merkittivi (tasolla .05; t =
2.05; df = 218). Desimaalilukujen jakolaskussa oli puutteita esimerkiksi laventamises-
sa. Laventamisessa osoittaja ja nimittdjd voitiin kertoa eri luvulla niin, ettd molemmista
saatiin kokonaisluku. Aivan kaikki eivit hallinneet kertotaulua. Yksityiskohtaisempaa
tietoa tehtivien ja laskutapojen ymmartimisesti saatiin selontekoryhmin raporteista.

Selontekojen kirjoittaminen motivoi joitakin opiskelijoita, koska he pelkasivit
tenttid tai he halusivat vaihtelua opiskelutapoihinsa. Aluksi kirjoituksissa muisteltiin
pelonsekaisesti kouluajan matematiikkaa ja kovaa kiirettd. Lopulta useimmat opiskeli-
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jat kirjoittivat olleensa tyytyviisid, kun olivat saaneet miettid ja kirjoittaa selontekoja
ilman tenttipaineita. Muutamat opiskelijat kirjoittivat tyytyviisind saavutuksistaan,
kun olivat oivaltaneet yksittdisen periaatteen kuten esimerkiksi laventamisen idean.

Suurin osa selontekoryhmin ajattelutavoista voitiin sijoittaa kahteen David Tallin
(2004) matematiikan maailmoista: kisitteellis-esineellinen maailma ja symbolis-pro-
septuaalinen maailma. Kummassakin maailmassa ajattelu perustuu sille ominaiseen
ymmartamisen tapaan.

Ero kokonaislukujen ja desimaalilukujen laskutaidoissa voidaan selittad muisti-
kapasiteetin rajoituksilla. Kokonaislukujen jakolaskut on helppo tehdid mekaanisten
saantojen varassa, ja melkein kaikki opiskelijat pystyivit virheettoméin suoritukseen
tissd osiossa. Toisin oli desimaalilukulaskujen kanssa, jossa laventaminen oli lisavai-
heena. Vaikka testin mukaan supistaminen onnistui kohtuullisesti, desinaalilukujen
jakolaskussa tuli jo laventamisen kanssa vaikeuksia. T4dssd osiossa vain vajaat puolet
opiskelijoista pystyi vitheettomain alkutestin suoritukseen.

Lopuksi artikkelissa todetaan, ettd laskutoimitusten periaatteisiin syventyminen
lisisi laskutaitoja. Kysymysten pohdiskelu selontekoryhmissa niyttai edistivin mate-
matiikan oppimista, koska se auttaa periaatteiden ymmartimisté ja antaa sitd kautta
varmuutta laskutaitoihin.
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5  Tutkimustulokset ja yhteenveto

5.1 Tutkimustulokset

Tamin tyon kannalta keskeisiksi nousivat ymmartamisen kolme nakokulmaa: proses-
sin, kyvyn ja tiedon nikokulmat. Ymmairtiminen voidaan nihdi prosessina, joka liittyy
tiettyyn henkil66n, sisiltoon ja tilanteeseen (Hiebert & Carpenter 1992). Kysymyksessi
on tilannekohtainen prosessi, jossa yksilé tuntee, ajattelee ja toimii dlykkaisti (Brownell
& Sims 1972/1946). Oppitunnilla tima merkitsee sitd, ettd oppija tulkitsee saamansa
informaation ja tyostdd sitd kognitiivisissa toiminnoissaan. Ymmartimistd voidaan pitaa
myos kykyni suorittaa ajattelua vaativia tehtivia kuten piiteely, perustelu, selittiminen,
yleistiminen, abstrahointi tai asian esittiminen toisella tavalla. Bereiter (2002, 99-100)
nikee ymmirtimisen yksilon ja kohteen vilisend suhteena. Sitd voidaan tutkia tekemisen
ja sen vaikutusten perusteella, kun oppija suorittaa esimerkiksi kdintimisen, tulkinnan
tai ckstrapolaation (Bloom ym. 1971). Tieto ja ynmirtiminen liittyvit toisiinsa siten,
ettid kisite, fakta ja proseduuri on ymmirretty, jos ne ovat osa yksilon tietoverkkoa (Hie-
bert & Carpenter 1992). Oppimisen analyyseissa edelld mainittuja nikékulmia voidaan
pitdi erillisind, mutta kiytinnon oppimistilanteissa ne tiydentivit toisiaan.
Ensimmiinen kysymys lihtee tiedon nikokulmasta, jossa selvitetdin kasitteen
luonnetta ja asemaa ymmirtimisessi. Ymmartiminen nahddin tilana ja valmiutena
tehdi jotakin. Silld tarkoitetaan kdsitteellisti tiedon hallintaa (Hiebert & Carpenter
1993). Toisaalta ymmirtiminen voi kohdistua johonkin objektiin, jolloin tarvitaan
kasitteellisid vilineita asian haltuun ottamiseen eli ymmartimiseen. Tamai viline ei
kuitenkaan ole tavanomainen esine kuten esimerkiksi vasara, vaan kdsite kehittyy ja
muuttuu sen kiyttimisen yhteydessi. Nain kisite ja ymmaértiminen ovat erottamaton
pari. Toisessa kysymyksessd selvitetddn hankitun tiedon hyviksymisti ja kytkemistd
oppijan omaan tietoverkkoon. Tami edellyttaa itsendistd arviointia, onko vastaanote-
tulla informaatiolla oikeutettua asemaa oppijan omassa tietojirjestelmissi. Oikeutus
on normatiivinen tai arvottava kisite. Sen perusteella arvioimme, mitd meidan tulisi
uskoa tai olla uskomatta (Lammenranta 1993, 129; Leinonen 2018). Perustelut kyt-
kevit tietoverkon osia toisiinsa, ja antavat valmiuden vastata kysymykseen miks jotkut
asiat liittyvit toisiinsa tai miksi eivit liity tai mziksi ne ovat toistensa seurauksia. Téstd
syystd ymmairtimiseen tihtidvissi oppimisessa ohjaajan tehtivd on haastaa oppija
perusteltujen viitteiden etsimiseen ja tuottamiseen osuvilla kysymyksilli (Niiniluoto
1988). Tamin tyon empiirisissi osioissa (Artikkelit C ja E) on kysymyksillid haastettu
opiskelijoita pohtimaan perusteluja viitteille, mika tuottikin rohkaisevia tuloksia.
Vaikka sana 'ymmirtiminen” on monimerkityksinen, sen kiytossa on harvoin arki-
tilanteissa ongelmia. Opetustilanteissa asia on toisin, ja monimerkityksisyys voi johtaa
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vaarinkisityksiin. Vaarinkasitysten valttimiseksi ja pedagogisten keinojen lisiamiseksi
on ymmirtimisen’ merkitysvalikoimaa tutkittu tissi tyossd tarkemmin. Uuden mallin
rakentamisen toinen vaihe on ymmirtimisen eri muotojen sovittaminen mielekkiin
oppimisen ymparistoon. Sana “mielekids” viittaa joukkoon merkityksid, jotka ovat
opetuksen kannalta huomion arvoisia (ks. luku 3.2.1). Referentiaalinen merkitys
viittaa olioon, jota silld tarkoitetaan ja ideationaalinen merkitys siithen, miti kohteesta
vaitetaan. Holistinen merkitys asemoi viitteen ymparistoonsi, ja affektioiden mer-
kitys liittyy henkilon arvomaailmaan. Viimemainittu on tissd tyossa vain kitketysti
mukana. Kisill olevista ymmartimisen ja merkityksen komplementaarisista aineksista
tehtiin synteesi, joka johti mielekkdin oppimisen malliin. Malli on timéan tutkimuksen
keskeinen tulos, ja sitd tarkastellaan kolmannessa kysymyksessa. Siind ymmirtimisen
eri muodot saavat luonteensa mukaisia erityistehtdvia, kun ymmartimisen luonnetta
on alustavasi selvitetty kahdessa ensimmaisessa tutkimuskysymyksessa.

Mallin rakentamisessa on saatu aineksia aiemmin esitetyistd oppimismalleista, joita
on tarkemmin selvitetty luvuissa 3.2.3 ja 3.3. Sfardin (1991) reifikaatioteoria ja Hare-
lin (2009) komplementaariset prosessit olivat taustalla, kun uutta mallia rakennettiin
toiminnalliselle pohjalle. Kilpatrickin ym. (2000) punosmalli ja Singaporen Penta-
gonmalli (Kilpatrick 2009) asemoivat luontevasti ymmirtimisen ja kisitteen muihin
oppimisen osatekijéihin. Marzanon (2001) dynaaminen malli taustoitti tyotd, kun se
antoi kokonaiskuvan oppijasta itsendisend oppimisen agenttina. Tdssd mallissa oppija
valitsee tehtivinsi, padttad tavoitteistaan sekd suunnittelee, arvioi ja ohjaa tiedollisia
toimintojaan.

5.1.1 Mikd on kdsitteiden asema ymmdrtdmisessd?

Ideoita on pidetty ajatuksen peruselementteini ainakin antiikin ajoista lahtien. Platon
piti niitd yliyksilollisind olioina, joihin saadaan kontakti ajattelemalla ja harjoitusten
avulla. Skolastikot ajattelivat, ettd kisitteet olisivat ulkomaailman olioista lihtevien
“spesiesten” kopioita ihmismielessa (Hobbes 1962/1655). Uuden ajan empiristeille
ideat olivat aistimuksista perdisin olevia ajatusolioita, jotka saatiin valittdmien ja vali-
neettomien kokemusten tuloksena (Tuomela 1983, 26). Niiti on pidetty vaikeaselkoi-
sina ja episelvini ainakin episteeminen - ei-episteeminen jaottelussa (Aaltola 1989, 22;
Tuomela 1983,26). Tihin sekaannukseen Kant (1997/1783) tarjosi komplementaaris-
ta ratkaisua, jonka mukaan kisitteiden ja aistimusten kombinaatioina kokemukset ovat
ajattelun peruselementtejid. Hinen mukaansa kisitteet antavat havainnoille muodon ja
kokemukset ajatuksille sisillon. Ymmarrys (Vernunft) tekee kategorioillaan kokemuk-
sista synteesejia (Kant. emt). Negaation kautta kisitteiden tehtivit voidaan ilmaista
seuraavasti: Havainnot ilman Kisitteitd ovat sokeita, ja ajatukset ilman havaintoja ovat
tyhjid. Monissa kielissd suomen tapaan sana ’kisite’ viittaa metaforisesti konkreettiseen
otteeseen kuten saksan Begrift” tai englannin ‘concept’. Sanaa "idea’ kiytetaan edelleen
melko yleisesti ja ndyttdi, ettd silld tarkoitetaan kisitettd tai ajatussisaltoa.
Kognitiotieteissi kasitteitd pidetdin luokan elementtien yhteisini piirrekimppuina.
Tosin perheyhtiliisille kisitteille ei kaikille 16ydy yhteisid piirteitd, kuten esimerkiksi
pelin kasitteelle (Wittgenstein 1981/1953). Termien intensioilla tarkoitetaan luokit-
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teluperusteita, jotka médrictavit luokkajasenyyden. Kisitteestd voidaan kayttdd myos
nimityksid yleistys, yleiskisite ja universaali (Niiniluoto 84, 123). Kasitteiden kom-
positionaalisuudesta seuraa, ettd yhteisten tekijoiden vilitykselld voidaan muodostaa
kisite- ja tietojarjestelmid. On hyva tehdi ero kisitteiden ja kisitysten valille. Jalkim-
miiset ovat proposionaalisia, mutta edelliset eivit. Kasitykset ovat tietoisia uskomuk-
sia ja niitd voidaan tarvittaessa perustella (Pehkonen 2003). Uskomukset poikkeavat
kisityksista siten, ettd niille ei aina pystytd antamaan objektiivisesti hyviksyttavid pe-
rusteluja (Pehkonen 1999, 121). Totuus ja oikeutettu perustelu tekevit uskomuksesta
tietoa. Oikeutuksen luonnetta kisitelladn lisaa luvun 5.1.2 yhteydessa.

Arkikeskustelussa voidaan vaatia, ettd puhuttaisiin asioista niiden “oikeilla” nimilla.
Taustalla on ajatus, ettd meilld olisi suora kontakti objektiiviseen todellisuuteen ja sen
attribuutteihin. Kisitteet ovat tdssd tapauksessa attribuuttien mentaalisia kopioita.
Tdmai vaikuttaa epauskottavalta, koska sama kohde voidaan usein jisentiia monella
tavalla. Artikkelissa B paddyttiin realistiseen nikemykseen, jonka mukaan kisitteiden
tehtivi on saada ote todellisuuden asiantiloista seki niiden ominaisuuksista ja suhteista.
Kysymys on yksilon sisdistimista kisitteistd, joilla paastian kiinni asioihin ja ymmar-
rimme tai niemme ne jonakin (a way of seeing something), kuten Marton ym. (1993)
asian ilmaisee. Kisitteiden hallinta avaa mutta my6s rajoittaa sitd, kuinka voimme hah-
mottaa ymparistod ja toimia tilanteissa jarkevasti. Kisitteet yleistyksind tai periaatteina
saattavat sisaltdd suuren maaran informaatiota kuten esimerkiksi Pythagoraan vaittima
tai Bernoullin periaate. Edellisen avulla kirvesmies saa rakennuksen nurkat suoriksi ja
jalkimmaista tarvitaan kulkuneuvojen muotoilussa. Kisitteellinen ymmirtiminen on
toiminnallisen ja systemaattisen tiedon hallintaa, joka siirtovaikutuksensa vuoksi tar-
joaa valmiuksia toimia dlykkaisti ekstensionsa sallimissa rajoissa (Kilpatrick ym. 2001;
Hiebert & Carpenter 1992).

Vaikka olemme syntyneet yhteison, jossa julkiyhteisollinen kieli kisitteineen on
valmiina (Aaltola 1989, 12), emme voi ottaa kisitetti kiyttdon valmiina tydkaluna
kuten menettelemme esimerkiksi vasaran kanssa. Omaksumme ja kehitimme kisitteita
pintapuolisesta syvillisempéin samalla, kun kiytimme niitd (Sfard 2000). Kommu-
nikoinnissa kisite ilmaistaan ulkoisilla merkeilld, representaatioilla. Representaatiolla
on myds sisdinen aspekti kuten mielikuva tai lause. Sisiinen ja ulkoinen aspekti eivit
ole toistensa kopioita, vaan voimme manipuloida sujuvasti ulkoisia representaatioita,
vaikka meilld ei olisikaan niihin kuuluva kisite hallussa. Télloin on kysymyksessa
non-referentiaalinen ajattelu (Harel 2009), johon eris opiskelija Artikkeli C:ssi tur-
vautui paremman puutteessa:

Mind taidan tyytyd sithen, etti viisaat ovat padttineet, ettd jos eksponentti on nolla
niin vastaus on aina 1. (Ote 4).

Tillainen péittely johtaa rutiinioppimiseen, koska mielekis kisitteellinen kytkentd
oppijan tietojirjestelmain puuttuu. Toisaalta voi kiyda niinkin, ettd meilld on jokin
yleistys tai periaate hallussa, mutta emme pysty antamaan sille verbaalista esitysti (Kil-
patrick ym. 2001, 118). Evaluaation kannalta timi merkitsce sitd, etti ymmirtimisti
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ei aina voi arvioida verbaalisilla esityksilld, vaikka kdytinnon toiminta osoittaisikin
kisitteen hallinnan (Wittgenstein 1953, 106).

Vaikka kisitteiden rakenneteoriat ovat kiistanalaisia (ks. esim. Salo 1999), oletetaan
tissd tyOssd, ettd kisitteilld on maaritelmin tai prototyypin mukainen kompositionaa-
lien rakenne. Siitd seuraa, ettd kisitteet voivat osiensa vilitykselld muodostaa kisite-
jarjestelmid. Systeemit voivat olla hierarkkisia tai levittaytyid kytkentojensi vilityksella
lateraalisiksi verkoiksi (Haapasalo 2004, 50-83). Kisitteitd on tapana luokitella sen
mukaan, millaisia elementteji niiden alaan kuuluu. Matematiikassa operaatiot, ob-
jektit, ominaisuudet ja suhteet ovat paiasiallisia luokittelun kohteita. Matematiikan
oppimisteorioissa on osoittautunut kayttokelpoiseksi nikemys, ettd kisite ajattelun
yksikkoni olisi luokituslajien kombinaatio eli prosepti (Gray &Tall 1993). Ymmirti-
misen taso riippuu tietoverkon kytkentdjen miiristi ja voimakkuudesta (Hiebert &
Carpenter 1993). Hierarkkiset representaatiot tuottavat selittavii kytkentojd, kun taas
assosiatiiviset tarjoavat edellisten lisiksi myos analogisia linkkeji (ks. Hahkioniemi
2006, 38-41).

Tamin tyon empiirisissid osioissa kuvallinen representaatio edustaa Tallin (2004)
luokituksessa havainnollis-kasitteellistd maailmaa ja formaalinen representaatio sym-
bolis-proseptuulista maailmaa. Nami voivat olla vuorovaikutuksessa siten, etti toinen
esitystapa selittdd toista, jolloin kysymyksessa representaatioiden vilinen vahva yhteys
(Hahkidniemi 2005, 40). Artikkeli C:ssi opiskelija tarjosi tillaisen linkin rakentami-
sesta esimerkin, kun hin pyrki l6ytimiin ositusjaolle sopivan konkreettisen tulkinnan
tuntemansa laskusiannon nojalla:

Esimerkiksi, jos 3 jaetaan 0:lla, niin automaattisesti ajattelin, ettd sehin kolme. Eli
vaikka kolme karkkia jactaan 0 lapsen kesken, niin olin ajatellut, etti se on 3, kun
sitd ei jaeta kenellekddn. ... Testasin asiaa tarkemmin miettimdlld lukujen kautta.
Jos ajattelen, etti 3 jaettuna 0:lla on kolme, niin laskusiinnon mukaanhan silloin
taytyisi nolla kertaa kolme olla nolla ja sitihin se missiin nimessi ei ole. (Ote 6).

Opiskelija luottaa tissd tapauksessa muistamaansa laskusdintoon, joka ohjaa hinen
paittelydan representaatiotyyppien valilld. Perustelun tehtivd on antaa haltijalleen
oikeutus uskoa, ettd viite on tosi ja nostaa ymmartamisen tasoa. Tiedollista oikeutusta
kasitelldin tarkemmin seuraavassa luvussa.

5.1.2 Mikd on kysymysten tehtdvd mielekkdcdssd oppimisessa?

Kysely on yksi tunnetuimmista tiedonhankinnan keinoista. Ongelmatilanteiden
ratkaisemisessa pitee kansanomainen neuvo: kysyvi ei tieltd eksy. Ateenan kaduilla
Sokrates ohjasi tai pakotti ihmisid kysymyksillian ajattelemaan ja miettimdin perus-
teluja uskomuksilleen (Platon 1999). Uuden ajan alussa aktiivista tiedonhankintaa
korostavat luonnontieteilijit tekivit kysymyksid luonnolle selvittiikseen sen laina-
laisuuksia. Kysymysten merkityksestd tarjoaa esimerkin vuoden 2016 taloustieteen
nobelisti Holmstromin ajattelutapa, jota Sixten Korkman (2016) kuvaa seuraavasti: ..
hén osaa tehdi hammentivid kysymyksid ja keskustella niisti innovatiivisesti...”.
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Sanat 'ymmartad ja 'tietdd’ eivit ole vain mentaalisia tapahtumia kuvaavia verbeja,
vaan ne ovat myds tekoja, jotka asemoivat sanojan tiettyyn erityisasemaan kuulijakun-
nassa (Austin 1979). Hin sitoutuu olemaan sanojensa takana ja on valmis tarvittaessa
perustelemaan oikeutettuna pitiminsa viitteen. Oikeutus on normatiivinen tiedon
maire, silld on kelvotonta uskoa viitteitd, joilla ei ole hyviksyttavid perusteluja. Vah-
van tiedon kisitteen miksi-kysymykset fokusoivat huomiomme juuri perusteluihin,
jotka pyrkivit vakuuttamaan meidit niiden oikeutuksesta (Niiniluoto 1988, 339).
Arvioimme tiedollisin kriteerein, miti meidin tulisi uskoa tai olla uskomatta (Lam-
menranta 1993, 129). Kriteerit riippuvat siitd, missa ymparistoiss esitimme vaitteita:
fysikaalisessa, laskulakien vai aksiomaattis-deduktiisessa maailmassa (Tall 2004). Kun
perustelut on hyviksytty, informaatioelementit voidaan liittdd tietojirjestelmédin mie-
lekkaisti, ja konseptuaalisen tiedon mairitelmin mukaisesti uudet elementit tulevat
ymmirretyiksi. (Tiedollisesta oikeutuksesta lisid luvussa 5.1.3.1)

Aktiiviseen tiedon kisitteeseen kuuluu kyky etsid tietoa oikeista lihteista ja kaivaa
sitd esiin oikeilla kysymyksilla (Niiniluoto 1988, 334). Kysymyksid voidaan esittid
keskustelukumppaneille, heidin esityksilleen, teksteille ja my6s itselle kuten Artikkelin
C kirjoittaja teki:

Onkohan niin, ettd kirjaimia tulee lisid, kun jirjestelma kasvaa kymmenenjirjes-

telmiin yli? (Ote 9)

Uteliaisuus, ihmettely, rohkeat ideat ja ongelmat ovat hyvia lihteitd inspiroiville ky-
symyksille, joiden hyédyntiminen opetuksessa edellyttdd arviointia, suunnittelua ja
méiritietoista valmistelua kuten ajatusten suuntaamista perusteluihin, ristiriitoihin ja
taustoihin.

Ongelmanratkaisu on keskeinen keino ajattelutaitojen kehittamisessd, ja kysymyk-
set ovat osa titd prosessia (Ahtee ym. 2016). Ongelman ratkaisemisen ensimmiinen
vaihe on selvittda tehtivin tavoite ja sen saavuttamisen echdot. Niiden kautta ongelma
hahmottuu ja tulee ymmirretyksi, jolloin sitd voidaan lahestyd kysymysten muodossa
kuten "Miksi?”, "Kuinka?” tai "Milld tavoin?”. Kysymysten tehtivi on etsid ratkaisun
kannalta oleellisia tekijoita ja ehtoja, joka edellyttdd myos relevattien taustatietojen
hallintaa. Ongelmanratkaisun luonteeseen kuuluu, etté tuttua tietoa kdytetaan uudella
tavalla. Ratkaisuprosessi muokkaa ajattelutaitoja ja tietojirjestelmii, se on juuri ope-
tussuunnitelman tavoitteen mukaista. (Aiheesta lisii luvussa 5.1.3).

Riippumatta siitd perustuuko opetusmenetelma kysymyksiin vai ei, silld tarkoitetaan
tapaa, jolla opettajan ja opiskelijoiden vilinen interaktio jirjestetiin. Pedagoginen
interaktio ei viittaa yksiloiden viliseen vuorovaikutukseen newtonilaiseen tapaan,
joka on symmetrinen, vaan osapuolten vastavuoroisiin intentionaalisiin toimintoihin
opetustilanteissa (Kansanen 2000, 38). [hannemuoto interaktiossa on dialogi, koska se
edellyttdd molemminpuolista tavoitteellista sitoutumista vastavuoroiseen toimintaan
(Burbules 1993). Aidossa dialogissa oppilaiden esittamilli kysymyksilld on evaluaation
kannalta tirked tehtivi, koska ne heijastavat oppilaan ajattelutapaa, uskomuksia, ni-
kemyksid, kisityksid, asenteita ja asioiden ymmirtimisti. Professori Kankaan (1975)
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antama ohje olikin nuorille assistenteille haastava: Vain vastaukset voivat olla huonoja,
eivat kysymykset. Opettajan tulee siis rohkaista oppilaitaan kysymain. Toisaalta opettaja
pystyy omalla kysymysvalikoimallaan suuntaamaan oppilaidensa ajattelua, ohjaamaan
heidin ratkaisutapojaan, puuttumaan virheelliseen paittelyyn ja syventimiin konsep-
tuaalista ymmirtimisti (Leinonen & Pehkonen 2011). Vastavuoroisuusperiaatteen
mukaisesti oppilas voi interaktiossa saada asiantuntijatietoa ja ajattelutapoja opettajan
kysymyksista ja vastauksista, kuten oppipoikakoulutukseen kuuluukin.

Opetustapahtuman kysymykset voidaan jakaa karkeasti kahteen pailuokkaan:
opettajan ja oppilaiden kysymykset. Koululuokissa oppilaiden esittimien kysymysten
maira vaihtelee luokittain, mutta keskiméirin se on noin 30 % kaikista kysymyksista
(Laine ym. 2014). Kysymyksille voidaan antaa tarkempia luokituksia aina tarkoitus-
perien mukaan kuten esimerkiksi oppimista tukevat (Anghilleri 2006), oppimista
ohjaavat kysymykset (ks. esim. Martino & Maher 1999; Sahin & Kulm 2006) tai
syventivit, perusteluja vaativat ja ongelmaratkaisuun liittyvid kysymykset (Laine ym.
2014). Jos kysymykset halutaan esittid Bloomin taksonomian mukaisesti, ne voidaan
jakaa pinta- ja syvdsuuntautuneeseen tasoon. Edellinen koskee taksonomian kolmea
alinta luokkaa, ja niiden tarkoitus on evaluoida muistamista, ymmartimista ja sovel-
tamistaitoa. Syvisuuntautuneet kysymykset koskevat analysointia, ongelmanratkaisua,
arviointia ja luomista.

Koska matematiikka edustaa epistemologisesti vahvaa tiedon lajia (Niiniluoto 1988,
339), ovat syvisuuntautunutta oppimista aktivoivat miksi-kysymykset ensiarvoisia
ajattelutaitojen ja ymmirtimisen kannalta. Niiden tarkoitus on suunnata ajatuksia
kuvailevista tiedoista tai faktoista perusteluihin, sekd tuottaa yleistyksid ja periaat-
teita. Tillaiset kysymykset ovat kuitenkin tavallisessa luokkaopetuksessa luvattoman
harvinaisia, toteaa Laine ym. (2014) tutkimuksissaan. Miksi-kysymyksiin vastaami-
nen edellyttdd kuitenkin evidenssin ja hyvin muodostettujen argumenttien luonteen
ymmartimistd sekd taitoja perustelujen tekemiseen. Siitd huolimatta, ettd tillainen
metatason tieto on valttimiton osa korkeamman tason ajattelua, se on oppikirjoissa
jadnyt vihiiselle huomiolle (Linnankyli 1987; Resnick 1987; Ojala 1997; Mikkild
1998). Ristiriita kurssin tavoitteen ja opiskelijan odotusten vililla voi liittyd metatason
problematiikkaan, josta esimerkkina Artikkelin C kirjoittaja:

Edelleen mieltini vaivaa kysymys miksi timi kurssi kulkee nimelli koulumate-
matiikka. ... Laskut, joita laskemme eivit mielestini liippaa libeltikidin koulun
matematiikan opetusta. (Ote 8)

Tillaisten kysymysten ratkaiseminen on tirked oppilaan motivaation kannalta, ja sii-
hen voisi 16ytya ratkaisu opiskelijan uskomusjirjestelmistd matematiikkaa ja sen oppi-
mista kohtaan (Pehkonen & Térner 1966). Se ei kuitenkaan kuulu timin tutkimuksen
piiriin.

Syvasuuntautunut opiskelu ei edistd ainoastaan ymmartimistd vaan myos laskutai-
toja (Hiebert & Carpenter 1993; Kilpatrick ym. 2001). Ymmirtimisen lisiimiseen
tahtddvit kysymykset suuntautuvat oppijan sisdiseen tietoverkkoon ja voivat johtaa
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linkkien vahvistumiseen sekd niiden lukumaarin lisiantymiseen. Toiminnallisten pe-
riaatteiden ja yleistysten ymmirtiminen ei lisad ainoastaan laskutaitoa vaan vapauttaa
oppijan epavarmuudesta, kuten seuraava ote (Leinonen & Pehkonen 2011) paljastaa:

Minulle on tullut selviksi, etti jos jaetaan desimaaliluvulla, osoittaja ja nimit-
tdji on lavennettava kokonaisluvuiksi, ja etti laskemisen jilkeen ei tarvitse endd
muuttaa osamadrid. Kun timdn ymmdrsin, sianto nayttidkin itsestidn selvilti.

(Julia)

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd kysymyksilld on useita tehtivid opetuksessa kuten
motivointi, ajattelun aktivointi, tarkkaavaisuuden suuntaaminen, opetuksen ja tutki-
musalueen rajaaminen, oppimisprosessin seuranta ja ajatustaitojen arviointi. Kysymys-
ten merkityksen puolesta puhuu my6s viite, ettd tieto, ymmirtiminen ja havainnot
ovat jo vastauksia kysymyksiin (Hintikka & Hintikka 1984; Burton 1992; Niiniluoto
1988; Kilpatrick ym. 2001; Rasinkangas 2010). Kysymyksiin perustuva opetusmene-
telmé niyttdd tehostavan opiskelijan valmiuksien avautumista uusille tulkinnoille ja
ongelmanratkaisulle, kuten nykyinen opetussuunnitelma edellyttii (Opetushallitus

2014, 374).

5.1.3 Mitd tehtdvid ymmdrtdmiselld on mielekkddssd oppimisessa?

Tiassa tyossi mielekkailld oppimisella tarkoitetaan symbolisesti esitettyjen ideoiden
tyostimistd ja niiden integroimista yksilon aiemmin oppimiin tietojirjestelmiin
(Ausubel 1968, 37-38). Tilloin oppimateriaalin potentiaalinen merkitys muuttuu
psykologiseksi merkitykseksi yksilon kognitiivisessa struktuurissa. Psykologinen tai
fenomenologinen merkitys on idiosynkraattinen kokemus, niin kuin myos kognitiivi-
nen struktuuri. Sanomien ymmartiminen kommunikaatiossa edellyttdd, ettd osallistu-
jilla on sama kulttuuritausta ja heidin kognitiiviset struktuurinsa muistuttavat toisiaan
(Ausubel emt.).

Kun ymmirtiamista tarkastellaan kognitiivisesta nakokulmasta, ovat affektiot mu-
kana kitketysti informaation prosessoinnissa. Artikkelin D tarkoituksena on eritelld
sanan 'ymmirtiminen’ kiyttimistapoja, ja selvittdd niiden tehtivid mielekkdin op-
pimisen ympiristossd. Sana ‘mielekkyys’ viittaa yksilon kannalta tiedon sisillolliseen
(nonverbatim, substantial) aspektiin, kun vaihtochtona on sananmukainen oppiminen
eli rutiinioppiminen. Kuviossa 5 on esitetty ymmirtimisen eri muotojen tehtivid
mielekkaissi oppimisessa. Malli kuvaa oppimisprosessia tiedonrakentamisena. Kesto-
muistin konseptuaalinen ymmirtiminen (Y1) ja tydmuistin aktiviteetit (Y2, Y3, Y4ja
piittely ) ovat vuorovaikutuksessa keskendin. Mallin ensimmiinen sykli (Y1-Y2-Y3)
vastaa Piagetin (1978) assimilaatiota, joka rikastaa konseptuaalista tietovarantoa op-
pijan hallussa olevan tiedon pohjalta. Jos annettu tehtivi ei ratkea vilittomasti yksilon
hallussa olevilla keinoilla, on kysymyksessd ongelmatehtivi, jota tyostetdin keskikehil-
la (2.). Tamin toimintoihin kuuluvat ongelmanratkaisun lisiksi paitoksenteko, tul-
kinta ja todistaminen. Jos kestomuistista ei 16ydy sopivaa viitekehystd ongelmatehtivin
hahmottamiseen ja suorittamiseen, ongelma ei ratkea. T4lloin on tietojirjestelmissa
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Y1 tehtivi rakenteellisia muutoksia, jotka suoritetaan moduulissa Y4. Tulos taltioi-
daan kestomuistiin. Ratkaisua voi testata kehilld 2.

Kuvio S. Ymmdrtimisen muodot mielekkidin oppimisen mallissa.

5.1.3.1 Mika on kasitteellisen tiedon (Y1) asema mielekkdaan oppimisen mallissa?
Brownell luonnehtii ymmartamistd tai pikemminkin ymmirrystd yksilon kykyna
tuntea, ajatella tai toimia dlykkiisti (ks. Kilpatrick 2009, 42). Tissi luvussa 'ymmirti-
minen’ merkitsee jisentynytti tietdmistd, joka toimii ajattelun ja oppimisen resurssina
(Hiebert 1986; Leinonen 2002; Haapasalo 2004). Vanhentunut kielenkiytté ei anna
parasta kuvaa kestomuistin tietojirjestelmisti, joka perustuu kahteen erilliseen tieto-
lajiin: proseduraalinen tieto ja propositionaalinen tieto. Sen mukaan proseduraalisen
tiedon alkeisyksikké on produkti ja proposiotionaalisen vastaavasti propositio (Marza-
no 2001; Saariluoma 1990). Duaalisessa tiedonkisityksessi niiden tietolajien leikkaus
(Kuvio 5) edustaa proseptuaalista tictoa ja sen alkeiselementti on prosepti. Prosep-
tuaalisen tiedon tehokkuus perustuu laajoihin ja joustaviin mieltimisyksikoihin, jotka
lisddvit tiedon kéyttovalmiutta uusiin tilanteisiin ja sidstivit siten muistiresursseja.

Kilpatrick ym. (2009, 118) puhuvat kisitteellisestd ymmirtamisestd, jolla he tarkoit-
tavat systemaattista ja toiminnallista matemaattisten ideoiden hallintaa. T4ssi tapauk-
sessa ymmartaminen toimii tiedollisena resurssina, joka tarjoaa teoreettisen perustan,
viitekehyksid, malleja, strategioita ja menetelmid matemaattiselle ajattelulle. Ymmarti-
minen on amerikkalaisten punosmallissa kietoutunut monin tavoin osaamisen muihin
komponentteihin, joita ovat taidollinen sujuvuus, strateginen kompetenssi, mukautuva
piittely ja toiminnallinen valmius. Hiebert ja Carpenter (1993) esittivit suuren jou-
kon ymmirtimisen seuraamuksia, jotka ovat hyodyllisia tiedon kiytossa ja oppimisessa
kuten muistin tehostaminen, siirtovaikutuksen lisddntyminen, my6nteinen vaikutus
uskomuksiin sekd paittelyn, paitoksenteon ja ongelmanratkaisun tehostuminen.
Useimmiten tutkimuskirjallisuudessa ja varsinkin arkikielessi ymmartimisella tarkoi-
tetaan ajattelun ja toiminnan perusteita tai resursseja.
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Miiritelman mukaan ymmirtimisen taso riippuu tietoverkon elementtien luku-
midristd ja voimakkuudesta (Hiebert & Carpenter 1993). Roddin (2000) termein
tiedollisia oikeutuksia on voimakkuuden kriteerein kahta tyyppii. Toinen (justificati-
on) on argumentti, joka vaikuttaa yksilon intuitiivisiin uskomuksiin. Toinen (warrant)
on taas argumentti, joka saa haltijansa vakuuttunecksi, ettd viite on epailyksetta tosi.
Edellisessi tapauksessa oikeutus perustuu informaaliin tietoon, jolloin tietoverkon kyt-
kentojen lukumairi voi kasvaa suureksi. Vahvan (warrant) argumentaation tapauksessa
linkkien variaatio ei ole niin rikas. Matemaattisen ajattelun kehittymiseen kuuluu kui-
tenkin molempien oikeutustyyppien tasapuolinen kehittiminen (Viholainen 2008;
Hihkioniemi 2006).

5.1.3.2 Mika on tulkinnan (Y2) tehtdava mielekkdan oppimisen mallissa?

Semiotiikan nikokulmasta matematiikan maailma on lingvistinen ja kuvallinen, jossa
luonnollinen kieli, kuvakieli ja matematiikan oma symbolikieli vuorottelevat sisiltdjen
ilmaisuvilineini (Joutsenlahti & Kulju 2017). Opetuksessa on useimmiten kysymys
verbaalisesti tai matematiikan symbolein annetusta tehtivistd, jonka tulkintaan (Y2)
valitaan sopiva viitekehys kestomuistista. Jos tillainen viitekehys 16ytyy, oppijalla on
mahdollisuus saada oikea kisitys tehtivin sisillosti. Resnickin (1987) mukaan tekstin
lukeminen ei ole yksinkertainen perustaito, vaan ennakointia, pohdiskelua ja arvi-
ointia edellyttivai toimintaa. Lukeminen voidaan jakaa kahteen perikkiiseen osaan:
sananmukainen vaihe ja piittely (Hillerich 1977). Edelliseen kuuluu tekstin keskeisten
ajatusten jaljittiminen. Jilkimmiinen on taas paittelyn ja paitoksenteon vaihe, joka
kuuluu osittain jo synteesiin (Y3). Tulkinta tapahtuu kielen kuvateoriaa soveltacn
siten, ettd sanat kytketédin relevantteihin olioihin ja lauseen rakenne antaa asiasisillon
(Wittgenstein 1971/1922).

Lukemisessa tekstin ymmirtiminen (Y2) on sen sisillon oivaltamista niiden esitie-
tojen, oletusten ja odotusten varassa, joita lukijalla on aiheesta (Faircluogh 1989). Se
edellytedd padteelyd ja sellaisten taustatictojen (Y1) kiyttod, mitd ei ole saatavilla itse
tekstissi (Linnankyld 1987). Haastavimmillaan lukeminen on ongelmanratkaisua, joka
tapahtuu osittain paittelymoduulissa. Oppilaan ennakkotietojen ja -taitojen arvioin-
nissa on otettava huomioon, etti tutkimusten (IDA 2012) mukaan viestosti S - 20 %
kirsii lukemis- ja kirjoittamisvaikeuksista. PISA-tutkimusten mukaan Suomen 9-luo-
kan oppilaista 11 % ei saavuta edes vilttivii lukutaitoa (OECD 2016, 27). Sanaston
ja symbolien tulkintavaikeudet Y2 saattavat johtaa tilanteeseen, jossa matematiikka on
sanojen tai symbolien manipulointia ilman sisaltoa.

5.1.3.3 Miten synteesi (Y3) toimii mielekkdaan oppimisen mallissa?

Oppimistehtivin laadusta riippuen edetdin kuvion 5 mallissa eri reittejd, mutta mielek-
kidssi oppimisessa oppimissyklit (1. ja 2.) tulevat synteesiin Y3, ja tulos integroidaan
kestomuistin tietojirjestelmdin Y1. Synteesissi tiedon keskeinen sisilto esitetdin tiivis-
tettyni yleistetyssda muodossa symbolisena ja kuvallisena; Paivion (1971) termein ky-
seessd on logogens ja imagens. Synteesin tekemiseen kuuluu yksityiskohtien eliminointi
ja korvaaminen yleistyksilli ja periaatteilla (Leinonen 2012). Tissi vaiheessa on piitet-
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tivd, onko uusi tieto pitevai ja onko se yhteensopivaa eli mielekistd oppijan aiempiin
tictoihin nihden (Marzano 2001, 40). Vaativimmillaan mielekis oppiminen edellytta,
ettd jarjestelmin solmujen ja linkkien rakentamisessa yksilon tulee tietdd toimintansa
perusteet ja logiikka (Haapasalo 2004, 53). Kun tavoitteena on tuottaa koherentti tie-
tojiirjcstelmii, oppijan on integroitava saatu informaatio tictojéirjestclm'aiiinsii, jossa on
vahvoja kytkentoji miksi-kysymysten varalle. Ymmirtimisen (Y1) aste riippuu verkon
linkkien lukumiirastd ja voimakkuudesta (Hiebert & Carpenter 1993).

5.1.3.4 Mika on ongelmanratkaisun asema mielekkaan oppimisen mallissa?

Jos annettu tehtivi ei ratkea vilittdmisti yksilon hallussa olevilla keinoilla (Y1,Y2,Y3),
kysymyksessi on ongelmatehtivi, jota tydstetain keskikehalla (2.). T4lld kehalld olevan
padttelyovaalin toimintoihin kuuluu ongelmanratkaisun lisiksi esimerkiksi todista-
minen, mallintaminen ja piitdksenteko (Harel 2009). Kyseistd ovaalia voidaan pitaa
my6s ongelmanratkaisun moduulina ja matemaattisen ajattelun ytimend, koska sen
muihinkin toimintoihin sisiltyy ongelmien ratkaisemista (ks. esim. Schoenfeld, 1992).
Polyan (1957/1945) mukaan ongelmanratkaisu etence ymmirtimisen, suunnittelun,
suunnitelman toteuttamisen ja ratkaisun tarkistamisen kautta muistijirjestelmain.
Schoenfeld (emt. 348) pitid ongelmanratkaisun osatekijoind resursseja, strategioita,
kontrollia, emootioita ja uskomuksia, joista nelja viimemainittua ei kuulu timén tyon
piiriin. Resursseilla tarkoitetaan sitd tietotaitojen (Y1) varantoa, joka on ratkaisijan
kiytossda ongelmatilanteissa. Ongelman ratkaisemisen ensimmiinen vaihe edellyttdd
tilanteen chtojen hahmottamista (Y2) ennakkotictojen varassa. Resursseja tarvitaan
myos suunnitelman tekemiseen, sen toteuttamiseen ja ratkaisun tarkistamiseen. Tarkis-
tamisen jalkeen ratkaisusta tehdain synteesi ja integroidaan oppijan tietojirjestelmain.
Avoimet ongelmat ovat ymmirtimisen kannalta merkittavii, koska ongelman ratkai-
suvaihtoehtojen moninaisuus voi tuottaa joukon erilaisia tuloksia, jotka vahvistavat
uusilla kytkennéilldin tietoverkkoa (esim. Pehkonen 1997; Haapasalo 2004).

5.1.3.5 Mika on akkommodaation (Y4) tehtdva mielekkaan oppimisen mallissa?
Oppiminen ei vilttimattd paady tiedon mielekkéddseen integrointiin edes ongelman-
ratkaisun kautta. Kysymyksessi voi olla esimerkiksi kognitiivisesta dissonanssista
(Festinger 1958) johtuva konflikti, johon ei 16ydy mielekasti ratkaisua yksilon pro-
septuaalisen tiedon puitteissa. Paradoksi loytiminen tarjoaa keinon, joka voi laukaista
lukkiutuneen tilanteen. Satakunta vuotta sitten nobelisti Niels Bohrin oppilas oli
sattunut kuulemaan opettajansa mutinaa: Loistavaa olemme tormdinneet paradoksiin.
Nyt voimme todella toivoa edistyvimme (De Guzman 1990, 55). Tillaisessa tilanteessa
on koeteltava (Y1):n rakenteita, joka tapahtuu ovaalissa Y4 ja jota testataan kehilli 3.
Tilloin ratkaisua voidaan etsid uskomusten, ennakkotietojen ja hiljaisen tiedon muun-
noksilla, tai on opittava kokonaan uusi kisite. Muutosten avulla pyritiin 16ytimiin
uusi viitekehys, nikokulma, malli tai teoria tilanteen laukaisemiseksi (Piaget 1971).
Akkommodaatiossa tictojirjestelmien (Y1) muuttamisen aste voi vaihdella yksit-

taisten linkkien lisadmisestd tai uuden kisitteen oppimisesta aina perusteellisiin raken-
nemuutoksiin (Vosniadou 1994; Leinonen 2002; Merenluoto 2005).
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Padttecksi vield: Ajatus tiedon ja kisitteen dualistisesta luonteesta ohjaa joustavasti
mielekkain oppimisen prosesseja kuten Ausubelin, Skempin, Sfardin, Harelin teoriois-
taja kuvan 5 mallista nihdain. Mielekis oppiminen tuottaa yksilolle koherenttia tieto-
jarjestelmai, jonka vastakohtana olisi irrallisten faktojen rutiinioppiminen. LW U-tra-
dition mukaisesti oppiminen palautuu lopulta olemassa olevan tiedon rikastumiseen
tai syvioppimiseen (Dewey 1998/1910; Marton 1993; Ogden & Richards 1946 ).
Oppimisen tuloksekas ohjaaminen edellyttda oppimisprosessien ja ymmirtimisen
reaaliaikaista arviointia, josta on annettu esimerkkeji artikkeleissa C ja E.

Yhteenveto mielekkdin oppimismallin toiminnasta: Mielekkdin oppimisen malli
on rakennettu atomistisen kaavan mukaan, jossa systeemi konstruoidaan peruselement-
tien ja niiden valisten kytkentojen varaan. Kaksi ensimmaista kysymysta pohjustavat
mielekkdin oppimismallin rakentamista. Niissd on selvitetty ajattelun ja ymmairtimi-
sen peruselementtien luonnetta ja tehtivid oppimisessa.

Mallin rakentamisen pdivaihe oli ymmartimisen eri muotojen sovittaminen mie-
lekkédn oppimisen ympiristoon. Kaavion yldosassa kaksi toisiaan leikkaavaa ovaalia
esittavit kestomuistin tietoresursseja, ja alaosan ovaalit viittaavat tyomuistin prosessei-
hin. Oppiminen etenee niiden tasojen vuorovaikutuksen tuloksena. Selkeyden vuoksi
esitetddn oppimispolut kehi kerrallaan. Mallissa on kolme kehai, joita pitkin oppimi-
nen etenee nuolen osoittamaan suuntaan. Oppiminen etenee pidosin vastapaiviin,
mutta vuorovaikutuksen luonteen mukaisesti tarkistusten ja testausten tekemiseksi tai
lisiresurssien hankkimiseksi on palattava takaisin. Toistuvat kierrokset oppimiskehilld
vahvistavat oppimista. Oppimispolku alkaa siitd, kun oppija ottaa vastaan uutta infor-
maatiota ulkoisista tai sisaisista lahteista:

Kehi 1: Oppija tulkitsee (Y2) vastaanottamansa informaation viitekehyksessi, joka
on saatu kestomuistin resursseista (Y1). Jos tulkintaongelmia ei ilmene, oppija tekee
saamastaan materiaalista synteesin ja muotoilee sen omaan representaatiojirjestel-
miinsi sopivaksi (Y3). Lopulta hin integroi tiivistetyn tiedon kestomuistin tietojir-
jestelmdin (Y1).

Kehi 2: Kun oppija saa tehtévin, jolle ei 16ydy valitonta ratkaisua hinen tietojirjes-
telmistidn (Y1), hin voi menni reittid (2) piittelykeskukseen. Tiilli etsitddn kisilli
olevasta informaatiosta ne olennaiset tekijit ja ehdot, joita ongelman ratkaiseminen
edellyttdd. Kun ne on l6ydetty ja jisennetty, on Polyan (1954/1971) mukaan tilanne
hallinnassa ja ymmarretty. Tamin jilkeen on vuorossa suunnitelman tekeminen ja sen
toteuttaminen. Ratkaisun tarkistamisen jilkeen prosessista tehddin synteesi (Y3) ja
tulos integroidaan tietojirjestelmain Y1.

Kehi 3: Jos oppija kohtaa ongelmatilanteen, johon ei l6ydy ratkaisua paittelymoduu-
lissa, kysymyksessd voi olla esimerkiksi paradoksi, ristiriita, vajavaiset pohjatiedot tai joku
muu seikka, joka vaatii tietojirjestelmissi (Y1) uudelleenjirjestelyi. Tillsin voidaan
edeti ulkokehii (3) pitkin akkommodaatiomoduuliin (Y4) ja tydstii sielld kestomuistin
tictojirjestelmaa niin, ettd tehtivi voidaan ratkaista reittid (2) noudattaen. Akkommo-
daatiossa (Y4) muutos voi olla paikallinen kuten opiskelijalla, joka huomasi ristiriidan
avulla, etti nollalla ei voi jakaa lukuja (Ote 6, kysymys 1). Laajimmillaan akkommodaatio
koskee kokonaisen paradigman muutosta, joita on tapahtunut esimerkiksi tihtitieteessa.
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5.2 Yhteenveto

Ymmirtiminen kuuluu niihin yleiskisitteisiin, joiden laaja-alaisuus osoittaa, kuinka
tirkedstd asiasta on kysymys. Sanan kidantiminen kielesti toiseen paljastaa kulttuurisi-
donnaisia nakemyseroja ilmaisun merkityksestd. Ruotsinkielen sana 'forstaelse’ viittaa
edelld oleviin seikkoihin. Kysymyksessa voi olla tietty nikokulma jonkin asian tarkaste-
lussa. Englannin kielessd 'understanding’ viittaa alla olevaan ajatukselliseen perustaan,
uskomusjdrjestelmain tai teoriaan. Suomen kielessa 'ymmartiminen’ viittaa tilanteen
hallintaan, kun se on ympirdity ja saatu siitd pitavi ote tai kisitys.

Ymmirtimisen tutkimuksella on pitkd historia. John Locken teos "An essay con-
cerning human understanding” ja David Humen teos "An Enquiry Concerning
Human Understanding” 1600- ja 1700- luvuilta kisittelivit laajasti ihmisen alyllisia
toimintoja. Eino Kaila (1938) kiinsi Humen teoksen nimelld Tutkimuksia inhimilli-
sestd ymmadrryksestd. Locke (1995/1692, 80) tarkoitti sanalla 'understanding’ ajattelun
kykya power of thinking, mutta sen suomenkielinen vastine voisi olla my6s ymmarrys,
jarki tai dly. Saksankielessd vastaava sana on ’Vernunft. Sanoman ymmirtimiseksi on
tunnettava tekstin ennakko-oletukset, silla traditiot maarittavit sanojen taustaoletuk-
sia. Opetuksessa ja varsinkin vieraskielistd tekstid luettaessa on otettava huomioon
sanojen merkitykseen liittyvit kulttuuriset taustaoletukset ja metaforat, koska ajatuk-
semme ovat sanojemme vankeja (Wittgenstein1981/1953, 87). Termien merkityksid
pyritaankin selkiyttamain kasiteanalyyseilla, maarittelyilla ja tarkentamalla kohdetta,
mutta tormaimme kuitenkin sanavalintojen ongelmaan (Aaltola 1989).

Kisitteet, tieto, ymmirtiminen ja ajattelu ovat linkittyneet toisiinsa silla tavoin,
ettd niiden oppiminen, opettaminen tai tutkiminen erillisend objekteina on melkein-
pd mahdotonta. Kirjallisuudesta 16ytyy maininta, ettd kisite on sanakirjantekijin
painajainen (ks. Silfverberg 1999, 67). Marzano (2001) ei halua kiyttaa sanaa "kisite’
lainkaan, vaan puhuu sen sijaan yleistyksisti ja Gagne (1977) korvaa kisitteen yleisti-
villi sddnnsilld. Tall ja Vinnerin (1981) mukaan yksilollid on kisitekuva yleistyksesti.
Haapasalo (2004, 73) pitii kisitteitd yksilon mentaalisina tai yhteisollisesti hyviksyt-
tyind ilmauksina tai merkityksina. Kisitteen ja symbolin vilinen suhde on Aaltolan
(1989, 20) mukaan oppimisen kannalta ongelmallinen, jota myoés Hihkidniemi
(2006, 38) pohti geometristen kuvioiden tapauksessa. Monet tutkijat Hihkioniemen
(emt.) ja Viholaisen (2008) tavoin pitivit representaatioita ajattelun vilineini, joilla
on sisdinen ja ulkoinen ilmenemismuoto. Jos abstraktille kisitteelle ei [6ydy mentaa-
lista ilmentymai, voidaan ajatusoperaatioita suorittaa symboleilla. Toisaalta saattaa
kiyda niin, ettd oppilas hallitsee kisitteen ja ymmartdd asian, mutta ei pysty antamaan
sille verbaalista esitysmuotoa (Kilpatrick 2001, 118). Tissi tutkimuksessa kisite on
realistisen hengen mukaisesti tietoisuutta attribuutista, joka voidaan ilmaista sym-
boleilla (Artikkeli B).

Tutkimuksen ensimmaisessa kysymyksessa on selvitetty kisitteen luonnetta ja tehti-
vid oppimisen nikokulmasta. Kisitteelld on julkinen ja yksil6llinen ulottuvuus. Edelli-
sen mukaan kisite on kulttuurissa kehittyva entiteetti, mutta yksilon kohdalla kysymys
on ajattelun avaintekijistd. Se opitaan sosiaalisen vuorovaikutuksen ja yksilon oman
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ajattelun tuloksena. Vasta subjektin aktiivisen kisitteellisen toiminnan kautta tieto ja
inhimillinen kokemus on mahdollinen (Aaltola 1989, 12). Kisitteelld saamme asioista
otteen ja niemme tai ymmdrrimme ne jonakin (a way of seeing something). Idealistisen
kannan mukaan hahmotamme maailman projisoimalla merkitykset kohteisiin, mutta
realistille kisitteet ovat tietoisuuksia olioihin kuuluvista attribuuteista. Viimemaini-
tun mukaan esimerkiksi lukuja, niihin kuuluvia ominaisuuksia ja suhteita on olemassa,
ja meidan tehtivimme on ottaa niistd selvid. Emme kuitenkaan voi kommunikoida
kisitteilld, vaan tarvitsemme niiden vélittimiseen merkkeja. Merkkien viittauksellisia
kohteita kutsutaan referentiaalisiksi merkityksiksi. Kun yksilo kytkee merkin olioon tai
asiaan ja antaa sille nimen tai sisallon, on kysymyksessa tulkinnallinen ymmdrtiminen
(interpretation). Merkkeji ja merkkijirjestelmid tulkitaan konteksteissaan, jolloin
sama merkki saa eri ympiristdissi tai jarjestelmissa asemansa mukaisen eli holistisen
merkityksen (Artikkeli A).

Kun puhutaan konseptuaalisesta tiedosta, kisitetiedosta tai kisitteellisestd ymmar-
timisestd, on kisite avaintekiji. Tieto ei ilmene pelkistiin osaamisena tai proposi-
tionaalisina viitteind vaan pikemminkin niiden kombinaationa. Dualistinen piirre
kuuluu myds ymmirtimiseen ja kisitteeseen (Kilpatrick 2009). Ymmairtiminen liittyy
tiettyyn henkil66n (Hiebert & Carpenter 1992), kun taas tieto on my®s julkisyhteisol-
listd. Ymmartimiseen ei valttimattd kuulu vaitteen totuusehtoa, ja voimme ymmirtad
asian my0s heikoin perustein tai virheellisesti. Toisaalta viittiminen, etti ymmartid,
on rituaalinen teko ja sen esittdjiltd odotetaan toiminnallista osaamista, kuvaamista
tai selittdmista viitteensa perusteeksi (Austin 1979). Ymmirtiminen tiedon hallintana
edellyttdd valmiutta arvioida tiedon perusteita. Kognitiivisten prosessien tai tilojen
itsearviointi ja -kontrollointi tehdiin metatason puitteissa (Ruohotie 1997; Marzano
2000). Metakognitio on jitetty timin tutkimuksen ulkopuolelle.

Kommunikoinnissa vaihdetaan ajatuksia sellaisten ilmaisujen vilitykselld, joilla on
referentiaaliset ja kontekstuaaliset merkityssisillot. Ajatuksia ja keskusteluja tyostetdan
merkitysten (meaning tai sense) maailmassa. Tieto ei siirry automaattisesti puheesta tai
kirjoituksesta vastaanottajalle, vaan vastaanottajan on tulkittava informaatio ennalta
hankitun viitekehyksen varassa. Tulkitusta aineistosta tehdéin tulkinnan jilkeen syn-
teesind yleistys ja oppijan jirjestelmiin sopiva representaatio. Uuden sanoman jarke-
vyys (reasonableness) ja mielekkyys (sense) arvioidaan ennen kuin se voidaan kytked
mielekkdidsti aiemmin opittuun tietojirjestelmiin (Ausubel, 1968; Piaget 1978; von
Wright 1996; Marzano 2001). Martonin ym. (1993) termein tekstin merkityssisillon
oivaltaminen (a way of seeing something) on vedenjakaja, joka erottaa ymmirtimalli
oppimisen rutiini- eli instrumenttioppimisesta.

Toisessa kysymyksessd siirrytddn aktiivisen tiedon kisityksen piiriin (Niiniluoto
1988). Siini tutkitaan tietoverkon syntymisti, jonka chtona on vihintiin kahden tie-
toalkion linkittiminen toisiinsa. Kysymyksessd on hankitun tiedon hyviksyminen ja
kytkeminen oppijan omaan tietoverkkoon. Tama edellyttad itsendistd arviointia, onko
vastaanotetulla informaatiolla oikeutettua asemaa oppijan omassa tietojirjestelmassa.
Oikeutus on normatiivinen tai arvottava kisite. Sen perusteella arvioimme, miti mei-
din tulisi uskoa tai olla uskomatta (Lammenranta 1993, 129; Leinonen 2018). Peruste-
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lut kytkevit tietoverkon osia toisiinsa, ja antavat valmiuden vastata kysymykseen miksi
jotkut asiat liittyvit toisiinsa tai miksi eivat liity tai mziksi ne ovat toistensa seurauksia.
Tistd syystd ymmirtimiseen tihtddvissi oppimisessa ohjaajan tehtivi on haastaa oppi-
ja perusteltujen viitteiden etsimiseen ja tuottamiseen osuvilla £ysymyksilli (Niiniluoto
1988). Timin tyon empiirisissd osioissa (Artikkelit C ja E) on kysymyksilld haastettu
opiskelijoita pohtimaan perusteluja viitteille. Kokeilu tuottikin rohkaisevia tuloksia.
Sopivien kysymysten valintaan ei opettajalta kuitenkaan riitd pelkistdin oppiaineen
hallinta, vaan on tunnettava opiskelijan oppimisvalmiudet ja ymparistotekijat. Pohja-
tietoja voidaan selvittii keskustelujen, testien tai kirjoitelmien avulla, kuten Artikkelin
E kokeilussa on tehty. Opettajan tehtiva on sokraattisen perinteen mukaisesti oppi-
misprosessin ja reflektiivisen ajattelun tukeminen (Hakkarainen ym. 2004, 104). Ak-
tivoivilla vihjeilld ja kysymyksilld heritetdin opiskelijan huomio relevantin kontekstin
valintaan, mutta niiden tulee olla Vygotskin lihikehityksen vyohykkeen sisipuolella.
Palautteen antaminen ja vairinymmarrysten haastaminen on pyrittivi suorittamaan
tilannekohtaisena, eikd vasta perinteisen opetuksen tavoin kurssin paitteeksi. Kysy-
myksilld tuetun opetuksen toimintoja on kokeiltu menestykselld ja esitelty tarkemmin
Artikkeleissa C ja E.

Kolmas kysymys on jatkoa edellisille, missi tutkijan synteettinen toiminta on
mielekkiin oppimismallin kokoavaa luomista kerityn aineiston pohjalta (Jussila ym.
1989). Saadussa oppimismallissa oppija voi jatkaa koherentin tietoverkon rakentamista
edellisessd kysymyksessa esitettyjen ehtojen mukaisesti. Mallilla voi kuvata dialektista
oppimisprosessia, jossa oppija paittelee, mitkd kytkennit ovat mielekkaitd ja jarkevia.
Prosessi etenee, kun kestomuistin konseptuaalinen ymmirtiminen (Y1) ja tydmuistin
aktiviteetit (Y2, Y3, Y4 ja piittely) ovat jatkuvassa vuorovaikutuksessa keskeniin.

Mallin ensimmainen sykli (Y1-Y2-Y3-Y1) vastaa Piagetin (1978) assimilaatiota,
joka rikastaa konseptuaalista tietoa harjoittelun ja pohdintojen avulla. Uuden asian
oppimisen ydintoiminnat ovat piittelymoduulissa. Jos annettu tehtivi ei ratkea
valittomasti saatavilla olevilla keinoilla, kysymyksessi on ongelmatehtivi, jota tyoste-
tiin keskikehilld (Y1-Y2- piittely-Y3-Y1). Polyan (1957/1945) mallin mukaan rat-
kaiseminen kiynnistyy ongelman tulkinnalla (Y1-Y2), jonka jilkeen ratkaiseminen
siirtyy suunnitelman tekemisen ja toteuttamisen kautta ratkaisun tarkistamiseen. Hy-
vaksytysta ratkaisusta tehddin synteesi Y3 ja saatu tulos integroidaan osaksi oppijan
sisdistd tietojirjestelmii. Tuotosten integroituminen kestomuistiin aiheuttaa kisit-
teellisid muutoksia (Merenluoto 2001, 53), jotka laajentavat ja syventivit apepersep-
tiivisen ajattelun resursseja (Saariluoma 1992). Dialektisissd prosesseissa ymmarrysti
tuottavat toiminnat kehittivit samalla pidttelyn, paitoksenteon, ongelmanratkaisun
ja todistamisen taitoja (Harel 2009). Kestomuistista ei vilttimitta loydy sopivaa
viitekehystd tehtivin ymmirtimiseen ja suorittamiseen paittelyn kautta. Talloin
tietojirjestelmin tarkistaminen etenee moduulin Y4 kautta. Tietojirjestelmin Y1 re-
konstruktion aste voi jatkua aina radikaaliin paradigman muutokseen saakka (Kuhn
1994).

Mielekkain oppimisen malli tarjoaa opettajalle keinoja suunnitella opetusta, arvi-
oida matemaattisen ajattelun kulkua ja ymmartimistd sekd tunnistaa niihin liittyvia
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puutteita. Mallin avulla opettaja voi arvioida oppimisen etenemistd ja 1oytaa ne kipu-
kohdat, missi oppilasta voisi enemman ohjata. On hyvi pitad mielessd Kilpatrickin
(2009, 48) muistutus siitd, ettd matematiikan opiskelu tuottaa parhaan tuloksen, kun
osaamisen eri alueita kehitetaan tasapuolisesti.
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6 Pohdintaa

Ymmirtiminen on yksi paitavoite koulun kaikissa oppiaineissa (Opetushallitus 2014),
mutta eiko kysymyksessa ole itsestddnselvyys? Voidaanko ylipaatdin pitaa mahdollisena
varsinkaan matematiikan oppimista ilman ymmartimistd? Miki tekee ymmirtimisen
niin haastavaksi? Mitkd ovat ymmartimisen kriteerit opetuksessa, ja kuka niista paat-
tdd? Tillaiset kysymykset inspiroivat minua selvittimaan asiaa, joka vaikuttaa paradok-
saalisesti selviltd mutta sekavalta.

Tiedon rakenteisiin pitdytyvi ymmairtimisen tutkimus on rajannut ulkopuolelle
tirkeitd alueita ymmartimisen laajassa kirjossa. Sanan ’ymmirtiminen’ monimerki-
tyksisyys tarjoaa uusia avauksia oppimisen ja opetuksen problematiikassa. T4ssa tutki-
muksessa lihdettiin selvittimdin, miten ymmartimisen muodot palvelevat oppimisen
monisiikeisid kulkuja. Ymmartiminen eri muotoineen osoittautui ryvaskasitteeksi
mielekkdin oppimisen ympiristossi. Jatkotutkimuksen tehtivi olisi pdivittdd ymmar-
timisen muotoja opetuksen ja oppimisen laajemmissa kehikoissa, joissa myos affektiot
ja metakognitio ovat mukana (ks. esim. Viitala 2015). Oppimisvaikeuksien paikanta-
minen ymmartimisen eri muodoissa ja niihin liittyvit tukitoimet olisivat my®6s lisitut-
kimusten arvoisia asioita.

Ymmirtimisen lisiksi sujuvat laskutaidot ovat olleet keskeisimpid tavoitteita
matematiikan opetussuunnitelmissa. Tavoitteet ovat paikoin jadneet saavuttamatta.
Olemme nihneet, ettd ylioppilaillakin esiintyy heikkouksia peruslaskutoimituksissa
ja heilld on puutteita niiden toimintaperiaatteiden ymmirtimisessi (esim. Laine ym.
2004; Merenluoto & Pehkonen 2004; Leinonen & Pehkonen 2009). Ovatko sitten
tavoitteet ylimitoitettuja tai epaselvid vai olisiko opetusmenetelmissd parantamisen
varaa? Ymmirtiminen on opetussuunnitelmissa (esim. Opetushallitus 2004; 2014)
tavoitteena, mutta itse ymmirtimisen kisite jad lukijan tulkittavaksi. Opettajien
kisitykset ymmartimisesta nayttavitkin yksipuolisilta, mika edellyttiisi taydennys-
koulutusta (Mousley 2003; 2004). Tutkijoille riittdd tehtivid opetussuunnitelmien
tarkistamisessa, niiden kehittdmisessi ja opettajien tiydennyskoulutuksessa. Tirkead
olisi my®s selvittdd resurssien optimaalista kdyttod ja antaa suosituksia valinnaisuuden
lisddmiseksi.

Tissa tyossa kokeiltiin opetuksen dialogimenetelmii, jossa opettaja pyrki kysymyk-
sillian aktivoimaan oppilaita uusien kisitteiden ja toimintaperiaatteiden pohtimi-
seen ja omaksumiseen. Oppilaat vastasivat kysymyksiin kirjallisesti, ja opettaja antoi
palautetta lyhyella viiveelld. Vaikka opetustapa tuotti tulosta, se osoittautui tyolaiksi,
kun kommunikointi polveili kunkin oppilaan yksilollisen ajatusmaailman mukaan.
Kyselevin mielekkaan oppimistavan tueksi kaivattaisiin kyselyn ja vastausten logiikan
selvittimistd siten, ettd se tarjoaisi opettajille apukeinoja systemaattiseen opiskelun
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ohjaamiseen. Siind olisi jatkotutkimukselle tehtivid. Seuraavassa kappaleessa tarjotaan
tihin aineksia ja lahteiti.

Tiedonrakentelun kyselevi reititys niyttdi tihin tarkoitukseen lupaavalta (ks. Hin-
tikka & Hintikka 1984; Rasinkangas 2010). Se perustuu matemaattiseen peliteoriaan,
jossa shakkipelin hyvid siirtoja kuvaavat strategiset saiannot ovat mielenkiintoisempia
kuin sallittuja siirtoja kuvaavat miirittelevit siinnot (Saariluoma 1989,161). Ra-
sinkangas (emt.) esittelee kyselymallin kolme askeltyyppid seuraavasti: dedukdiiviset,
interrogatiiviset ja kriittiset askeleet. Kyselevassi mielekkiidssa oppimisessa kysymysten
ja vastausten tulisi sijoittua oppijan Vygotskin (1982) lihikehityksen vyohykkeelle.
Silloin keskustelun osapuolet voisivat paremmin puhua samasta asiasta, ja vdirinym-
mirryksiin paistaisiin heti kisiksi. Huomio onkin vaivihkaa siirtynyt asioista tausta-
oletuksiin ja niiden tarkistamiseen, jossa sokraattinen kitiloivi dialogi eli maieutiikka
on parhaimmillaan. Sana ‘maieutiikka’ viittaa Sokrateen iitiin, joka oli ammatiltaan
kitil6 eli lapsenpaistaja.

Dialogisella toiminnalla tarkoitetaan sanatarkasti viitteen ajatuksellisten perus-
teiden esiin kaivamista ja niiden kriittistd arviointia. Kreikankielen sana ‘dia’ on eng-
lanniksi ’through’ ja "logos” vastaa sanoja ’reason’ ja ‘speech’ Hobbesin (1962/1651)
mukaan kielelld on kiistaton asema ihmisen alyllisissd toiminnoissa. Hinen mukaansa
"logoksen’ kaksi edelld mainittua merkitystd ovat epasymmetrisessd suhteessa toisiinsa.
Hobbes esittdd kuulijalle varoituksen sanan: puhua voi ilman ajatuksia, mutta ilman
puhetta ei voi ajatella. Maicutiikassa opettajan tehtivi on auttaa haastavilla kysymyk-
silld oppilasta “vapauttamaan” tietonsa perustelut, jotka sisaltyvit taustaoletuksiin, us-
komuksiin ja hiljaiseen tietoon. Vairinymmartimiseen ja ristiriitoihin voidaan puuttua
sellaisilla apukysymyksilld, jotka virittavit tietojirjestelmisti relevantin viitekehyksen
tai muuttavat tietojirjestelmai ja ajattelutapaa “oikeaan suuntaan”. Kyselymallin kehit-
timinen ja aktivoivien kysymysten vaikutus oppimiseen tarjoavat tutkijoille mielen-
kiintoisia tehtivid opetuksen, ajattelun ja ymmartimisen problematiikassa.
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LEINONEN, JORMA 2002. YMMARTAMINEN — JASENTYNYTTA TIE-
TAMISTA. Kasvarus 33 (5). 475—483. — Ymmirtiminen on keskeinen tckija
}rks.i]ﬁn tiedollisen maailmankuvan rakentamisessa. Se on t:kjjéi.nii valikolvassa ha-
vainnoinnissa, suunnatussa tarkkaavalsuudessa ja kielellisten ilmausten tulkin-
nolssa. Maallmankovan muodostamisessa }r]csilt':'r tybstiE aletiivisestl }r]csirt%iisi:'i tie-
toja ja taitoja tictojirjestclmiksi ja tolmintamallciksi. Ymmirtiminen voidaan ki-
sittdd tilaksi, jossa yksilé nikec tapahtumat osana laajempaa kontckstia tai kisit-
teellisti ﬁitckch}rst%i. Prosessina }rmm;'irﬁimincn on hahmottava tiedollinen alti-
viteetti jdscntyncen maailmankuvan muodostamiscssa. Ymmirretty, jdscnnetty
ticto on tavolittelemisen arvolsta, koska se auttaa }r]csl]nca nikemiin oman tilan-
tcensa, toimintavaihtochtonsa ja vaihtochtojen scuraukset. Ymmirtimistd voi-
daan tarkastella filosofisena, kiclelliseni seki psyka]ogiscna lmitni. Nimi ecivit
ti:tystikii;’in ole tolsiaan Pui,ssu]krvia.

Asiasanat: kontcksti, kisitcjirjestclmi, nikékulma, ticto, tulkinta, viitckchys

Johdanto

Tiedolla ja detimiselld on nykyisessi in-
formaatioyhteiskunnassa keskeinen mer-
kitys. Ongelmana ei ole tiedon olemassa-
olo tal saatavuus, vaan sen omaksuminen
ja sisdistiminen kiyttokelpoiseen muo-
toon. Deutsch (1997) pitdd kaiken tar-
peellisen faktatiedon mieleenpainamista
yksittdisind viitejoukkoina mahdottoma-
na ja mielettdmini, koska joka pdivi il-
mestyy enemmin julkaisuja kuin ihminen
pystyy elimissiin lukemaan tai jo kova-
kuoriaislajeja on 600 000. Hin asettaa
tietimiselle ankaramman ehdon, ymmar-
timisen. Fysiikan vuoden 1965 nobelisti

Richard Feynman ihmetteli oppimista-
pahtumaa:” En tiedi, miki ihmisii vaivaa.
He eivit opi ymmirtimilli. He oppivat
jollakin muulla tavalla, ulkoa tai joten-
kin.” (Brunila 1997).

Tietiminen voi olla yksittdisten viittei-
den hallitsemista, kun taas ymmértimisen
taustalla ovat jisentivini tekijini nike-
mykset, yleistykset ja teoriat. Ymmirretty
tieto on tavoittelemisen arvoista, koska se
auttaa yksiléd nikemiin paremmin oman
tilanteensa, toimintavaihtoehtonsa ja
vaihtoehtojen seuraukset. Toisaalta ym-
mirtiminen liittyy nithin teoreettisiin
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tiedonpyrkimyksiin, joiden tavoitteena on
ainoastaan jdsentii ja hahmottaa maail-
maa (Niiniluoto 1984, 73). Tillsin kiin-
nostuksen kohteena voivat olla esim. kau-
kaiset galaksit tai vaikkapa lukuteorian ky-
symykset, ilman ettd oltaisiin kiinnostu-
neita vilittémistd hyotynikékohdista.
Ymmiirtimisti voidaan tutkia filosofi-
sena, psykologisena tai kielellisend ilmid-
ni. Ne eiviit kuitenkaan ole toisiaan pois-
sulkevia. Hume tutki ihmisen ajattelua ja
pdirtelyd vuonna 1748 ilmestyneessi
teoksessaan An Enquiry concerning Human
Understanding. Lammenrannan mukaan
(1993, 29) Hume oli empiristi ja varhai-
nen kognitiotieteiliji. Muutamaa vuosi-
kymmenti mythemmin Immanuel Kant
esitti rationaalisen ja empiirisen tiedon
synteesin teoksessaan Kritik der reinen Ver-
nunft (1781). Kantin mukaan tiedon
muodostuksessa aistikokemuksen lisiksi
tarvitaan ihmiselle lajityypilliset havain-
non muodot ja ymmirryksen kategoriat
(Kant 1997). Lyhyesti ilmaistuna timi
merkitsee, etti “tiedostussubjekti antaa
tiedolle sen muodon, aistimellinen koke-
mus taas antaa sisdllén (“materian™) eikd
todellinen tieto ole mahdollista ilman
muodon ja sisillén synteesii” (emt., 12).
Koska Humella (1938) ja Kantilla subjek-
tin osuus on ratkaiseva tiedon muodos-
tuksessa, ollaan konstruktivismin juurilla.
von Wright tutki ymmirtimisen ja selitti-
misen vilistd kytkentdd teoksessaan Fxpla-
nation and Understanding (1971). Analy-
soidessaan teorian selittivii tehtivii Tuo-
mela (1983, 25) asettaa lihrékohdaksi k-
sitejirjestelmit, joita seuraa ymmirtimi-
sen kautta selittiminen ja kuvailu.
Fenomenologinen psykologia tutkii
maailmankuvan kehkeytymistd, muutos-
vaiheita ja muutosten ehtoja, jolloin maa-
ilmankuvan sisillét muodostuvat merki-
tyksisti (Rauhala 1990 ja 1997). Kogni-
tiivisessa  psykologiassa tiedolliset struk-
tuurit ja skeemat ovat mielen jisentyneiti

jarjestelmid, joiden avulla ihminen orien-
toituu maailmaan. Ne ovat joiltakin osin
staattisia itseohjautuvia jirjestelmii, mut-
ta erdilti osin dynaamisia tahdonalaisesti
muuttuvia systeemeji. Tarkkaavaisuusjir-
jestelmi, havainnon muodostus ja ty6-
muistin kapasiteetti ovat keskeisii tiedol-
lisiin toimintoihin liittyvid tekijéitd. Eri-
tyisesti niiden rajat ja rajojen siirtiminen
on ollut viimeaikaisen oppimistutkimuk-
sen polttopisteessd (Saariluoma, 1992;
von Wright 1996; Hakkarainen 2000;
Hakkarainen ym. 2000). Toisaalta yksilén
omilla uskomuksilla ja esikisityksilli
omista mahdollisuuksista ja opittavasta
asiasta on oleellinen merkitys tiedon muo-
dostusprosessissa  (ks. esim. Pehkonen
1998; Torner 1998).

Kielellisten ilmausten sisilt6ji tai merki-
tyksid tutkitaan semantiikassa. Keskeisid te-
kijéiti ovat tilldin ilmausten mielekloyys,
merkitys, referenssi, totuus ja tulkinta (Mii-
niluoto 1984, 208-237). Lauseen ymmiir-
timinen on lauseelle tarkoitetun sisilln
saavuttamista. Tulkintaan tarvitaan konteks-
ti, jonka suhteen tulkinta suoritetaan.
Konteksti voi olla joko fyysinen tai sosiaa-
linen ympdiristd tai sitten kisitteellinen
viitekehys. Toimintaympiristét ovat taval-
lisesti eri ympiristéjen enemmin tai vi-
hemmin painottuneita kombinaatioita.
Esimerkiksi teoreettisessa tutkimuksessa —
kuten matematiikassa — ldisitejirjestelmit
dominoivat. Empiirinen tutkimus edel-
lyttdd lisiksi fyysisti ympiristod, ja ryh-
mitydssi korostuu sosiaalinen aspekti.
Ongelmanratkaisutilanteissa  kysymysten
asettelu, ongelman muotoilu, valikoiva
havainnointi ja ratkaisu edellyttivir kisit-
teellisen viitekehyksen ja teorian, jonka
puitteissa tybskentely tapahtuu. Konteks-
tiin liittyvit episteemiset ja ontologiset si-
toumukset (ks. esim. Tuomela 1983, 34—
48) jatetddn laajuutensa vuoksi tissd artik-
kelissa tarkastelujen ulkopuolelle.

Bloomin oppimispsykologisessa takso-
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nomiassa tiedollisten tasojen hierarkia on
seuraava: tietiminen, ymmirtiminen, so-
veltaminen, analysoiminen, syntetisoimi-
nen ja arviointi (Bloom ym. 1971). Ausu-
belilla mielekis ymmadrtivi oppiminen on
rutiininomaisen ulkoaoppimisen vasta-
kohta (Ausubel & Robinson 1969). Ja-
sentyneen tiedon saavuttaminen voi olla
pitkillinen prosessi, joka etenee erilaisten
vilivaiheiden kautta joskus jopa taantuen
(Pirie & Kieren 1994). Nykyisin ymmir-
timistutkimus  kuulun  uskomustutki-
musten piiriin. Viime aikoina kiinnostus
ymmirtimisen tutkimiseen on pysynyt
vakaana, ja aiheesta ilmestyy wvuosittain
noin 200 julkaisua (ks. esim. Helmstad
1999; Pehkonen & Térner 1999; Pehko-
nen 2000).

Tima artikkeli sijoittun matematiikan
ja luonnontieteiden pedagogiikkaan; ym-
mértimisti tarkastellaan oppimisen niké-
kulmasta, miki ohjaa aiheen kisittelyn va-
lintoja, tulkintoja ja kannanottoja. Kisit-
telytapa on teoreettinen, mutta tydtd on
tarkoitus laajentaa vastikiin matematii-
kan opetuksesta kerityn empiirisen aineis-
ton avulla. Artikkelissa ymmirtimistd tar-
kastellaan tiedollisena tapahtumana, joka
on sidoksissa viitekehyksiin ja kontekstei-
hin. Ymmirtimisen analyysissi selvite-
tiin tulkinnan ehtoja viitekehyksen puit-
teissa. Lopuksi tarkastellaan ymmirtimi-
sen seurauksina selittimistd, jiljittimistd
ja ennustamista, jotka tapahtuvat teorioi-
den, yleistysten tai intentioiden katteessa.
Monet oppimisen kannalta tirkedr tekijit,
kuten motivaatio ja affektiot jaivir artik-
kelin ulkopuolelle.

Konteksti ja merkitys

On vaikea |6yti3 tiysin eristettyd irral-
lista tietoa, silli tieto kytkeytyy menetel-
min ja perustelujen kautta johonkin ym-
paristéén. Joskus kuitenkin kohtaa viit-

teen, josta ei voi edes aavistaa, mihin ym-
piristan se sijoittuu: viitteen kohde, at-
tribuutit tai molemmat ovat vieraita.
Viestin vastaanottajan kannalta lause saat-
taa olla osittain tai kokonaan outo merkki-
en joukko. Tilli kuulijan kannalta sisiltoid
vailla olevien merkkien joukolla on voitu
tarkoittaa sitd sirpaleista tietoa, josta kou-
lua on usein syytetty. Kysymyksessihin
vol olla esittijin tarkoittamassa mielessi
hyvin perusteltu tietovdite, jota kuulija
vain el tavoita vajavaisten taustatietojensa
vuoksi. Tillin esimerkiksi koulua ei voida
varsinaisesti syyttdd sirpaleisen tiedon ja-
kajaksi, mutta kyllikin aineiston valinnas-
sa tai opetusmenetelmissi voisi olla huo-
mautettavaa. Sirpaleisena voitaisiin pitii
tietoa, joka taltioidaan mieleklciing yksit-
tiisind tapauskohtaisina viitteini, mutta
joka ei kuitenkaan ole rakentamassa jisen-
tynyttd struktuuria, jota ymmirretty tieto
parhaimmillaan edustaa.

Miti ovat sitten ne asiat tai asiantilat,
joita kielelliset ilmaukset koskevat? Asian-
tilalla ei tarkoiteta pelkkii objektien jouk-
koa (kuvio 1), vaan objektien jisentynytti
joukkoa (kuvio 2). Oliojoukosta on saatu
siis asiantiloja, maailman osia, objektien
vilisten relaatioiden avulla (Wittgenstein
1971, 5). Esitciviit kuvatkin ovar asianti-
loja (emt., 10).

KUVIO 1. Pisteiden joukko
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KUVIO 2. Jasentyneita pisteiden joukkoja

Kuviossa 2 on kuvion 1 esittimit pis-
teet yhdistetty eri tavoin, ja pisteet ovat
erl ympdristbjen osia. Kuvion 2 esityksid
voidaan pitii tason osina tai geometrisina
kuvioina. Toisaalta kuvio voi symboloida
Davidin tihtei (a), atomin elektronikuor-
ta (b) tai bentseenirenpgasta (c). Pistejou-
kot symboloivat erilaisia asiantiloja kon-
tekstiensa mukaan. Kukin niistd kuvioista
esittii eri osaa maailmassa. Tavoittaakseen
kussakin tapauksessa esityksen merkityk-
sen On tunnettava se ympiristd, mihin
kuvio kulloinkin viittaa.

Kuvion 1 pistejoukosta ei siis voida
puhua asiantilana, eikd se voi olla tietimi-
sen kohteena ilman attribuutteja. Kuvion
2 tapaukset ovat asiantiloja pisteiden kes-
kindisten yhteyksien kautta, ja niistd tai
niiden avulla voidaan esittdi mieleklkaiiti
viitteitd. Esimerkiksi kuvion 2 (c) -tapa-
uksessa kemistille avautuu nikymi orgaa-
nisen kemian maailmaan, kun taas kemiaa
tuntemattomalle se jid pelkiksi siinnélli-
sen kuusikulmion sisille piirretyksi ym-
pyriksi. Toisaalta termin bentseenirengas
kytkeminen kyseiseen tapaukseen tuo
asiantuntijalle mieleen kielellisen symbo-
lin kautta hiilirenkaan ja esimerkiksi jou-
kon sen mahdollisia yhdisteitd, mutta ke-
miaa tuntemattomalle termi antaa nimen
vain erikoiselle kuviolle.

Niiden esimerkkien avulla on pyritty

osoittamaan, kuinka kiinted on kontekstin
ja yksittiisten asioiden vilinen yhteys.
Oppimisen kannalta on merkittivii, ettd
opittava aines on relevantissa suhteessa
oppijan kognitiiviseen struktuuriin, jol-
loin oppiminen voi perustua ymmirtimi-
seen (Ausubel & Robinson 1969, 53).
Tilld tarkoitetaan sitd, ettd oppijalla on
jonkinlainen kisitys siitd ympiristosti, jo-
hon hin uusia asioita assimiloi. Oman
problematiikkansa muodostaa sitten se,
kuinka konteksteja muodostetaan. Opti-
moituuko oppiminen ennakkojisennys-
ten (Engestrém 1984) tai induktion kaut-
ta (Seineld 1987) vai ehki niiden kombi-
naationa? Assimilaatiossa ja akkomodaati-
ossa oppiminen tukeutuu johonkin oppi-
jalle tuttuun viitekehykseen tai sen muut-
tumiseen. Uusien perspektiivien tavoitte-
lussa on koeteltava nikemyksellisid perus-
teita, ja tillbin voidaan paiityd tiedollisen
vallankumouksen kautta uuteen paradig-
maan (Kuhn 1994). Eksperteillikin voi
olla omalla alallaan ylivoimaisia vaikeuksia
paradigman muutoksiin. Kuhnin mukaan
(1994, 213-214) heidin puheensa ja kir-
joituksensa vieraassa paradigmassa voivat
olla telknisesti moitteettomia, mutta niisti
ilmenee, ettd uutta nikékulmaa el ole si-
sdistetty. Edellyttiiks paradigmaattinen
muutos luopumista logiikasta ja turvautu-
mista “vapaaseen leikkimiseen” ja osuvaan
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arvaamiseen kuten Einstein neuvoo (Pieti-
liinen 1997, 56)? Timi tarjoaa pedagogi-
selle kehittimistytlle melkoisen haasteen.

Viitekehys ja oppiminen

Kuhnin (1994) mukaan ympiristin
jisentiminen edellyttid paradigman. Pa-
radigma on yhteis6llinen asia, joten piis-
tikseen yhteistn jiseneksi on yksilén
piistivi osalliseksi yhteistn paradigmaan.
Timi edellyrtid puolestaan kommuni-
kointia ja yhteisymmirrystd, jonka avulla
yksilé voi tavoittaa yhteison muiden ji-
senten ajatuksia. Mielekkdin kommuni-
koinnin ehtona on, etti jasenilli on jokin
minimimiirdi yhteisid kisityksid ja ettd
niisti vallitsee edes jonkinasteinen yksi-
mielisyys.

Yksil6 jisentii maailmaa oman henkils-
kohtaisen lkisitejirjestelminsi varassa. Kisi-
tejirjestelmit ovat jatkuvan muutoksen alai-
sia, ja ne voivat sisiltiE erillisii tai jossakin
miirin integroituneita osia. Kisitejirjes-
telmien sisilli voidaan muodostaa kisit-
teellisii viitekehyksii. Yksilé kisitteellis-
tii maailmaa viitekehysten puitteissa.

Heidepperin hermeneuttisen spiraalin
(ks. Kusch 1986, 90) pohjalta voidaan
kulttuuriser kisitykset ja viitekehykset ja-
kaa niiden pysyvyyden ja tiedostamisen
selkeyden perusteella kolmeen luokkaan:
erittdin pysyviin (pohja), pysyviin (perus-
ta) ja vaihteleviin (mallit ja teoria). Erit-
tiin pysyvilld viitekehyksilli on seuraavia
ominaisuuksia: itsestiin selvyys, el ky-
seenalaistusta, usein tiedostamattomia,
asettavat mahdollisen rajat. Esimerkkeini
voisivat olla positiiviset kokonaisluvut,
aika ja avaruus. Kant piti euklidisen geo-
metrian aksiomia ihmisen havaintokyvyn
sisiinrakennettuina piirteini, joten ava-
ruuden kisittiminen muutoin kuin eukli-
disena on mahdoton (ks. Niniluoto
1984, 210). Tosin aika ja avaruus menet-

tivit erikoisasemansa epdeuklidisen geo-
metrian ja suhteellisuusteorian myoti.
Pysyviin kisityksiin kuuluu seikkoja, jois-
sa el tapahdu kovin herkisti muutoksia
(Vosniadou 1994). Niiti voisivat olla esi-
merkiksi ddretbn -kisite ja magnetismi.
Muutosaltteimpia ovat teoriat ja mallit,
jotka on rakennettu kahden edellisen ta-
son perustalle. Tihin luokkaan voidaan si-
joittaa esimerkiksi peometria ja kosmiset
mallit, joissa on tapahtunut melkoisia
muutoksia viimeisen kolmentuhannen
vuoden aikana.

Erittdin pysyvi kehys on sikili erikois-
asemassa, etti sen varaan voivat rakentua
sekd pysyvi ettd vaihteleva viitekehys. Esi-
merkiksi jo antiikin aikoina tehdyt tihti-
taivaan havainnot ovat “pitevii” vield ny-
kypiivinikin, ja ne voivat saada perustel-
lun muodon erilaisina malleina. Toisaalta
mallin asema ja tehtivd voi vaihdella eri
tasoilla ja tasojen vililli. Mallia voidaan
kiyttii asioiden havainnollistamiseen,
mittaustulosten tivistimiseen, se vol olla
teorian lihtékohtana tai teoria voi toteu-
tua eri malleissa.

Mielekds ymmirtivi oppiminen on
Ausubelin mukaan assimilaatiota, missi
oppija kytkee uutta informaatiota omaan
tietojirjestelmiinsd (Ausubel & Robin-
son 1969, 105-129). Assimilaatiossa op-
pijan tieto lisdintyy, jos hinelli on aineis-
toon sopiva viitekehys, muutoin sanoma
voi jaidi pelkiksi sanaheliniksi tai kaava-
riykkidksi. Festingerin dissonassiteorian
(1958) mukaan yksilé ei hevin omaksu
jirjestelminsd kanssa ristiriidassa olevaa
informaatiota, vaan poimii jirjestelmiinsi
sopivat palaset. Informaatiolla tarkoite-
taan tissi tilannesidonnaista praktista tie-
toa, jonka perustelu ja totuus eivit viloi-
mirtd kestd kriittistd tarkastelua. Enge-
strdm (1984) korostaa ennakoivan orien-
taation merkitysti oppimisessa.

Ymmirtimisen tutkimisessa on kysy-
mys maailmaa jisentivien tiedollisten jir-
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jestelmien ja niiden dynaamisten ehtojen
selvittimisesti. Koska oppiminen on
muutosta, polttopisteeseen nousee muu-
tosten tyoldys kisitteellisissd viitekehyk-
sissi. Malleja voi muuttaa, periaatteiden
omaksuminen on jo vaikeampaa ja perus-
teisiin puuttuminen on tydlisti. Perustei-
ta tai lihtékohtia on vaikea muurttaa, kos-
ka tukena tai taustalla ei ole viitekehysti
tai nikemystd asiasta.

Ymmartadminen ja merkit

Ymmirtiminen on aina suhteellinen
tapahtuma. Yksittiinen asia tai symboli
on suhteessa johonkin kontekstiin: luon-
toon, sosiaaliseen ympiristbén tai kisit-
teelliseen viitekehykseen. Subteuttaminen
on tulkintaa, jonka osia ovar kiisitejirjes-
telmit ja nikékulmat. Lauseen merkityk-
sen tavoittamiseen voidaan tarvita vield
alakohtaista menetelmitietoa.

Merkityksen tavoittamiseen liitryviit
aina merkitysten kantajat, merkit. Merkit
voidaan jaotella luonnollisiin ja kulttuuri-
siin. Edellisiin kuuluvat kausaaliketjut ja
samankaltaisuudet, kuten savu tulen
merkkini ja lihteen kuvajainen. Kulttuu-
rimerkin kantajat ovat sovittuja merkkeji
kuten kirjaimet tai sotilaspuku. Termi
merkitys saa erilaisia sisiltéji kiyttoyhtey-
desti riippuen (Ogden & Richards
1923). Ymmirtimisprosessissa ovat kon-
tekstuaaliset seikat oleellisia, koska lau-
seen merkitys tai sisilts on mahdollisten
asiantilojen tai maailmojen kokoelma
(Miiniluoto 1984, 131).

Peirceliisen perinteen mukaan kult-
tuuriset merkit ovat esittivii: ne esittivit
jotakin jollekin jossakin suhteessa (Ranta-
la 1994, 164). Joihinkin merkkeihin liit-
tyy selvisti kaksoisluonne. Esimerkiksi
sihké- ja limpbmittarit toimivat luon-
nonlakien mukaan, murtta niiden asteikot

ovat sopimuksenvaraisia. T3lléin mittarin

lukemalla on sekd merkki- ettd symboli-
funktion asema. Yksittiinen mittariha-
vainto ei enii olekaan pelkistiin teoriapi-
toinen, vaan sithen voi kytkeytyd instru-
mentaatiota ja erilaisia kiytinteitd (Chal-
mers 1990; Kuhn 1994). Mittarilukeman
voi tulkita ja kisittdd hyvin monella eri ta-
valla niin teoreettisesti kuin kiytinnén
tarpeisiinkin nihden. Tissi mielessi voi-
vat noviisin ja ekspertin havainnot erota
perusteellisesti toisistaan. Vanhan sanon-
nan mukaan toinen voi puhua metsisti,
kun toinen nikee vain puita. Ekspertin
havainto on koko tiedeyhteisén tradition
lipitunkema, kun taas noviisin havainto
on vain mittarin osoittimen lukema astei-
kolla. Tilanteista ja intresseistd riippuen
ekspertti voi vaivatta operoida saman teo-
rian katteessa eri ympéristdissi. On toki
tilanteita kuten pakkasaamuna auton
kdynnistys, jolloin ekspertti ja noviisi saa-
vat rittivisti informaatiota pakkasmitta-
rin asteikon lukemasta. Kokemuksen kult-
tuurista vilittyneisyyttd on korostanut jo
Dewey vuonna 1925 teoksessaan Experi-
ence and Nature.

Tieto ja ymmartadmisen
ehdot

Tieto ja tietiminen luokitellaan usein
sen perusteella, kuinka viite saa peruste-
lunsa. Tieto voi ilmetd tekemisen taitona,
osaamisena tai tuntemisena, jolloin kysy-
myksessi on proseduraalinen “knowing
how” -tieto. Deklaratiivinen tieto puoles-
taan voidaan ilmaista kielellisesti ja viit-
teet ovat “knowing that” -muotoa (Niini-
luoto 1984, 137). Jako ei ole kovin selvii-
rajainen ja toimintojen kuvauksessa tie-
don lajit voivat kietoutua toisiinsa monin
eri tavoin. Esimerkiksi kirvesmichen ei
tarvitse tietds Pythaporaasta tai hinen ni-
medin kantavasta viitteestd mitiin, mutta
hin saa nurkat suorakulmaisiksi kiyred-
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milli mittauksessaan sdiniéd 3,4,5. Li-
siksi rakentaja voi tietid viitteen yleisen
muodon a* + b* = ¢, joka antaa kirvesmie-
hen sdfintéén sovellettuna yheilén: 9 + 16
= 25. Edelleen hin on voinut vakuuttua
kiytinnén kokemuksen perusteella in-
duktiivisena yleistykseni, ettd lause on pi-
tevil. Varmuuden vakuudeksi hiin voi vield
tutustua tasogeometriaan, jolloin hin saa
viitteelle loogisen perustelun. Esimerkissi
ensimmdinen tapaus on selkedsti osaamis-
tietoa tekemisen taitona. Kahdessa jilkim-
miisessi tapauksessa on kysymys deklara-
tiivisesta tiedosta, mutta niihin kytkeytyy
lisdksi taitotietoa, osaamista perustella vii-
tettid. Jos osattaisiin lisiksi analysoida to-
distustapahtuma jonkin yleisemmin teo-
rian puitteissa, olisi kyseessi jilleen dekla-
ratiivinen tieto mutta toisasteisena edelli-
seen nihden.

Kielellisten ilmaisujen ymmirtiminen
edellyttid mielekkdiden viitteiden ole-
massaoloa ja subjektin eldviid suhdetta nii-
hin. Tiivistetysti ymmértimisen analyysi
voidaan ilmaista seuraavien ehtojen avulla:

Henkilt S ymmiirtii tietoviittimin p,
jos ja vain jos

(1) 5 kokee p:n mielekliiksi

(ii) S tuntee p:n viitekehyksen T

(i) 5 pystyy tulkitsemaan p:n T:ssd

{ iv ) S on oikeutetusti vakuuttunut
p:n tulkinnasta T:ssi.

Ylliesitettyihin  ymmirtimisen ehtoi-
hin sisiltyy tiedollinen ja emotionaalinen
komponentti. Kielellisen ilmaisun mie-
lekkyyden edellytyksend on, ettd ilmaisul-
la on merkitys (i) (Niiniluoto 1984, 130—
131). Mielekk:illi viitteelld on kohde, jo-
hon ehdotettujen attribuuttien on liityt-
tivi adekvaatilla tavalla (ii). Yksilén kan-
nalta mielekkyys edellyreii vield, erti se
on relevantissa suhteessa hinen kognitiivi-
seen strukruuriinsa (i) — (1) (Ausubel &
Robinson 1969, 53). Ymmircimisen eh-
toihin kuuluu eri tiedon lajeja: automati-
soltunutta kontekstuaalista tietoa (i), tai-

totietoa tulkintaa varten (iil) seki mene-
telmitietoa viitteen oikeutuksen peruste-
luthin (iv). Automatisoitumisen ehto pe-
rustun muistin  rakenteeseen ja toimin-
taan. Kisitejirjestelmien joustava hyd-
dyntiminen tySmuistissa edellyteii hel-
posti saatavilla olevia laajoja mieltimisyk-
sikiitd (Saariluoma 1992). Oikeutus on
episteeminen kriteeri ja edellyrtdi inter-
nalismin mukaisesti, ettd subjekti pystyy
arvioimaan asianmukaisen evidenssin luo-
tettavuutta (Lammenranta 1993, 181).
Vakuuttuneisuuden takeena ovat lopulta
emootiot, vakuuttuneisuuden tunne,
vaikkakin joskus heikoin perustein (iv).

Selittdminen teorian avulla

Tieteellisin menetelmin tuotettu teo-
reettinen tieto on oikein ymmirrettyni
arvokasta, koska se informativisena tyy-
dytiz inhimillistd uteliaisuutta ja voi olla
hyddyllinen selitys- ja ennustekykynsi
vuoksi. Selittiminen tapahtuu tieteellisen
teorian  puitteissa  Hempelin ~ mallissa
(1966) siten, ettd yksittdinen ilmid tai
laki upotetaan yleisiin lakeihin:

Lait

Alkuehdot

Johtopiitas

Selittiminen edellyttid siis selitettivin
ilmién lainalaisuuden tuntemista ja reu-
nachtojen tietimisti. Tdmin jilkeen seli-
tettivi tapahtuma voidaan johtaa loogi-
sesti alkuehdoista. Esimerkiksi kun tun-
netaan kappaleeseen vaikuttavat ulkoiset
voimat ja alkuehdot, kappaleen rata voi-
daan laskea Newtonin II:n lain mukaan.
Pidttelyn ymmirtimisen oleellisena osana
on tiedon menetelmi, joka vaihtelee tie-
teen alasta toiseen. Feynmanin mukaan
(1999, 130-132) fysitkan lakien tunte-
mus ei johda vilttiméired laajaan ymmir-
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timykseen tai edes merkittivien asioiden
ymmirtimiseen.

Intentionaaliseen toimintaan sovellet-
tuna Hempelin malli (emt.) saa seuraavan
muodon (von Wright 1971, 101):

X aikoo saada tapahtuman tai asianti-
lan E toteutumaan

X ajattelee, ettd ellei hidn tee tekoa A
nyt, hin ei saavuta E:ti

X ryhtyy tekemiiin A:ta, ellei hinti es-
tetd

Tissi on kysymys tavoitteellisen toi-
minnan tulkitsemisesta, toiminnan ym-
mirtimisesti. Kaavioista edellinen antaa
vastauksen miksi-kysymyksiin ja jilkim-
miinen mitd varten -kysymyksiin. Mo-
lemmissa tapauksissa edellytetdin tunnet-
tavaksi teoria tai kisitteellinen viitekehys,
jonka puitteissa selitys annetaan. Selitti-
minen, jiljittiminen ja ennustaminen
ovat rakenteeltaan samanlaisia. Jaljittimi-
sessi ja ennustamisessa kulkee piittely-
ketju kdinteisessd jirjestyksessd kuin selit-
timisessd. Selittimisessi johtopiitds tun-
netaan jo etukiiteen, kun taas jiljittimi-
sessi ja ennustamisessa on alkuehdot ja
lait tunnettava ensin. Ymmirtimisti voi-
daan picid jiljitcimisen, selittimisen ja
ennustamisen vilttimitdmini, mutta el
riittdvini ehtona.

Yhteenveto

Yksilé rakentaa maailmankuvaansa tar-
jolla olevan informaation varassa. Infor-
maatiolihteind ovat luonto, sosiaalinen
ympiristd ja kulttuurituotteet. Koska ra-
jatuillakin alueilla tarjolla olevan tiedon
miird on lilan suuri hallittavaksi, on kehi-
tettivi menetelmid tarvittavan ja tarkoituk-
senmukaisen tiedon valintaa ja hallintaa var-
ten. Tissi artikkelissa on pyritty selvitti-
miin joitakin jisentivin hahmotuksen te-

kijoitd ja ehtoja. Artikkelin ulkopuolelle
jidvit muun muassa ymméirtimiseen liit-
tyvit affektiot, motivaatiotekijit ja hiljai-
nen tieto (tacit knowledge), joiden merki-
tystd tuskin voi vihitelli oppimisessa.

Tiedollisen hahmotuksen taustalla
ovat kisitteet, jotka ovat ajattelun vilinei-
ti ja joiden avulla asioita saadaan “kisiin”
eli ymmirretiin.  Kisitejirjestelmien
puitteissa voidaan rakentaa viitekehyksii,
malleja ja teorioita kiinnostavien asioiden
kuvailuun. Informaatiota saadaan ja vili-
tetdin merkeilld, joiden merkitys midrit-
tyy niiden asemasta kontekstiinsa ja on
sopimuksenvarainen. Kielellisen viestin si-
sillén ymmirtiminen edellytii yksiloled
taustatietoa, viitteeseen kuuluvaa mene-
telmitietoa sekd taitotietoa ilmaisujen tul-
kintaa varten. Ymmirtimisen takeena yk-
silé pitii vakuuttuneisuuden kokemusta,
tosin joskus hatarin perustein.
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Kasite ja ymmartaminen

LEINONEN, JORMA. 2003. KASITE JA YMMARTAMINEN. Kasvatus 34
(1), 56-65. — Nykykoulussa opctus tapahtuu suurclta osin kiclen vilityksclls.
Kiclelliscn sanoman tavoittaminen tal asian kisittiminen tapahtuu ajatuksen ki-
sittecllisin vilinein. Kisitteet ovat ajattclun, tictimisen ja oppimisen keskeisid
tekijbitdi. Opiskelun suuntaamista ja tarkkaavaisuuden fokusointia kisitteisiin
vaikeuttaa kisitteen manimcrkjt}rksisy}rs. Kisitteiti voldaan pitii;'i asiayhtqrdcsﬁi
rilppucn ainakin tcorccttisina cntitccttcina, attribuutl:cina, piirtcidcn taj koke-
musten kjmppui.na tai pelkistia

ti johtuen kisitteen midrittely on hankalaa. Tissi kirjoituksessa on pyritty layti-
miin oppimista ja sen tutkimusta palveleva kisitteen luonnchdinta. Kisitteitd
voidaan pitii Fuppcnn maailman 3 olioina, jotka ovat ihmismiclen tuottcita
mutta joilla on itscndinen asema kulttuurin kentissd. Kisite omaksutaan oppi-
malla ja sen omaaminen on tictoisuutta attribuutista. Timi luonnchdinta viittaa
micleen ja kicleen, oppimisproscssin keskukscen ja vilineescen. Attribuutit ovat
maailmassa, josta nc tavoitamme aisticn, mittavilinciden, tcorioiden ja ajattclun
avulla.

Asiasanat: kisite, kontcksti, ticto, tulkinta, ymmirtiminen

Johdanto

Ajattelu, kieli ja ymmirtiminen ovat
monin tavoin kietoutuneet toisiinsa, mut-
ta ne ovat myds kiintedsti kytkoksissi op-
pimiseen. Nykykoulussa opetus perustuu
valtaosiltaan kielelliseen toimintaan kuten
lukemiseen, kirjoittamiseen, puhumiseen,
kuuntelemiseen, selittimiseen jne. Mar-
landin mukaan (1982) koulun onpelma
on puheen ja kirjoituksen, tekstin, ongel-

ma. Oppiminen kielen kautta edellyreii
kuitenkin ymmirtimistd, sanoman sisil-
lon tavoittamista. Sisiltd voidaan saavut-
taa ajattelun kisitteellisin vilinein, kuten
Ahlman kirjoittaa (1976). Peruskoulun ja
lukion valtakunnallisten opetussunnitel-
mien perusteet korostavat kisitteen mer-
kitystd niin ajattelun kehittymisessi kuin
tedonmuodostuksessakin  (Peruskoulun
opetussuunnitelman... 1994a; Lukion
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opetussuunnitelman... 1994b; Peruskou-
lun opetussuunnitelman... 2002a; Luki-
on opetussuunnitelman perusteiden...
2002b). Koska kisitteet niyteivit olevan
oppimisen ja opettamisen keskeisid ele-
menttejd, halutaan tissi kirjoituksessa tar-
kastella asiaa lihemmin.

Kisitteistd puhuminen ja niistd kirjoit-
taminen on sikili hankalaa, ettd jo keskus-
telu kisitteistd edellyrrai kisitteiti. Toi-
seckseen el ole tarjolla sellaista super-
perspektiivid, jolla pdistdisiin kdsitteistd,
olioista ja symboleista riippumattomien
ontologisten ja episteemisten sitoumusten
ulkopuolelle. Perspektiiveisti vapaa puhe
olisi taas puhdasta sekoilua. Kisitteiti —
ajattelun, kommunikoinnin ja oppimisen
keskeisind tekijoini — ei kuitenkaan voi
ohittaa epimairiisyyteen tai hankaluuk-
siin vedoten. Perspektiiviongelmasta joh-
tuen tissd kirjoituksessa joudutaan vaihta-
maan nikdkulmaa tavan takaa. Lukijaa
pyydetiin kuitenkin kiinnittimiin niks-
kulmien vaihtumisesta huolimatta huo-
miota niihin seikkoihin, jotka auttavar sel-
vittimiin kisitetti ja sen asemaa oppimi-
sessa.

Tiami kirjoitus on osana ainedidaktista
uskomus- ja ymmirtimistutkimusta, min-
ki piinssi on nykydin vilkasta tutkimus-
toimintaa. Esimerkkind mainittakoon Tu-
run yliopiston 24.-25.6.2002 jirjestimi
seminaari Mathematical understanding,
jossa koti- ja ulkomaisten alustajien jou-
kossa oli muun muassa professori Anna
Sfard Haifan yliopistosta. Sfard on tyiis-
kennellyt ymmirtimistutkimuksen paris-
sa parisenkymmenti vuotta. Tissd artilcke-
lissa kartoitetaan kisitteen kiyttdd, kiinni-
tetiin huomiota kielellisen ilmauksen
merkitykseen ja pyritiin l6ytiméin peda-
gogisen tutkimuksen ja sovellutusten kan-
nalta kiyttékelpoinen kisitteen miiritys.
Olen kirjoittanut aikaisemmin artikkelin
(Leinonen 2002) ymmirtimisen konteks-
tuaalisista tekijbisti otsakkeella Ymmdred-

minen — jdsentynyttd tierdmistd, jota pyrin
tilld artikkelilla tiydentimiin ja laajenta-
maan.

Kéasitteet

Kasitteet ajattelun valineina

Kisitteet ovat ajattelun ja tietimisen
kulmakivii. Ajattelu voi olla predikatiivis-
ta (kissoilla on nelji jalkaa) tai reifioivaa
(kolme ja viisi ilmaisevat lukumiini). Ki-
sitteen midrittely on vaikeaa, mutta luon-
nehdintoja ja tehtivid kisitteelle voi loy-
tii. Ahlmanin (1976, 161-168) mukaan
liisitteet ovat ajattelun vilineitd. Seppild
(1980, 10) pitid kisitetti kokemusten
kimppuna ja Saariluoma (1990, 81-82)
olioiden tunnuspiirteini. Kivisen (1994)
mukaan yleiskisitteet ovat tietoisuuksia
attribuuteista. Edelliset eivit ole kisitteen
midritelmid, vaan osoittavat suuntaa, mis-
ti aihetta voi lihestyd. Kisitteet ovat myds
oppimisen vilineiti ja kohteita, kuten kiy
ilmi Silfverbergin viitbskirjasta (1999)
“Peruskoulun yliasteen oppilaan geomet-
rinen kisitetieto”. Kivinen (1994) viittaa
tietoisuuteen, joka on syvillinen peruste-
kiji niin humanistisessa psykologiassa
(Rauhala 1990}, neuropsykologiassa (Da-
masio 2000) kuin kognitiotieteessikin
(Hautamiki, 1989). Fodorin mukaan
(2001, 8) tetoisuudesta on vaikea tehdi
normaalitiedertd, koska sen selitcimisesn
ei ole teoriaa. 5Siispd kdsitteen midrittelyn
sijaan on tyydyttivi sen eksplisiittiseen
analyysiin.

Kisitteet voidaan jaotella singulaari- ja
yleiskisitteisiin.  Singulaarikisitteet kyt-
keytyviit yksilsihin ja yleiskisitteet luok-
kiin. Edellisiin kuuluu esimerkiksi Vili-
meri ja jilkimmiisiin lukujen jaollisuus.
Tissi artikkelissa tarkoitetaan kisitteelld
padsdintoisest yleiskasiterti. Yleinen viit-
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taa tavallisesti olioiden yhteisiin piirtei-
siin, mutta myds (Ahlman 1976, 166—
167) kisitteen yleiseen ja laajaan kiyt-
toon. Kisitteilld voidaan tarkoittaa attri-
buuttien ajatuksellisia vasteita tai seman-
titkassa (Niiniluoto 1984, 120) kielellis-
ten ilmaisujen intensioita. Attribuutti on
yhteisnimitys ominaisuuksille ja relaati-
oille. Nominit, verbit ja prepositiot ilmai-
sevat attribuutteja.  Kisitteitdi  voidaan
kiytrdd myds luokitteluperusteina, jolloin
ne olioiden yhteisini piirteind rajaavat
olioluokkia. Esimerkiksi kirahvit ja luon-
nolliset luvut kuuluvat kielellisten ilmaus-
ten kirahvi ja luonnollinen luku ekstensi-
oihin, jotka ovat alisteisia vastaavien ilma-
usten intensioille (emt. 121).

Oliot, attribuutit ja kisitteet ovat erot-
tamaton kolmikko. Ajatellaan, ettii maail-
ma muodostuu olioista, joilla on ominai-
suuksia ja relaatioita. Subjekti hahmottaa
maailmasta kuvan kisitteiden ja kisitejir-
jestelmien avulla. Ominaisuudet ja relaa-
tiot kytkeytyvit toisiinsa monin tavoin.
Relaatioilla voi olla ominaisuuksia kuten
symmetrisyys tai transitiivisuus'. Omi-
naisuudet voivat olla toisiinsa relaatiossa ja
siti kautta muodostaa yleissmmin omi-
naisuuden. Esimerkiksi spektri muodos-
tuu yksittdisistd vireistd, jotka ovat tietys-
sd suhteessa toisiinsa. Toisaalta virit voi-
daan ilmaista aallonpituuksien ja taajuuk-
sien avulla, jotka ovat fysiikan suureita.
Kokemuskvaliteetteina virit eivit ole tark-
karajaisia. Virin vaihtuminen toiseksi
riippuu lukuisasta mairistd subjekdivisia
ja ulkoisia tekijéitd. Fysiikassa sitd vastoin
virin erottuminen riippuu vain havainto-
laitteistosta, ja virikaistan leveys on sopi-
muksenvarainen asia. Vaikka viri ei ole fy-
silkan suure, se on kuitenkin sdilyttinyt
itsendisen asemansa virien fenomenologi-
sessa teoriassa. Sitd huolimatta, ettd viric
voidaan ilmaista mittarilukemina, ei koke-
muskvaliteetti ole sama kuin mittariluke-

ma. Aallonpituuksien prosessoimiseen

kone el tarvitse virikokemuksia, eiki aal-
lonpituuksien luetteleminen vilttimattd
syvenni virikokemuksia.

Aika ajoin on kiyty enemmin tai vi-
hemmin vakavaa keskustelua kvaliteettien
ja kvantiteettien erosta tai kvaliteettien
redusoitumisesta kvantiteetteihin. Kuten
edelld kivi ilmi, on kvaliteetteja, jotka voi-
daan palauttaa matemaattisten struktuu-
rien kautta kvantiteeteiksi, mutta on tyys-
tin eri asia kokemuskvaliteetin siirtiminen
niihin struktuureihin. Lopultakin kysy-
mys palautuu tietoisuuden problematiik-
kaan.

Ovatko kasitteet aftribuutteja?

Oliot, attribuutit ja kisitteet eivit ole
ainoastaan kietoutuneet toisiinsa vaan
muuttuvat  toisikseen tarkastelutavasta
riippuen. Olioilla tarkoitetaan erilaisia
huomion kohteina mahdollisia objekteja,
objektilajeja, tila- ja tapahtumatyyppeji
tai kausaalirakenteita. Olioita ovat klassi-
sessa mielessd esimerkiksi materiaaliset
kappaleet, mutta modernin fysiikan mu-
kaan materia voidaan ymmirtii myds vi-
rihtelevini kenttini. Ominaisuuksista ja
relaatioista voidaan puhua olemassa olevi-
na olioina, esimerkilsi luokldin kuuluvina
elementteini. Puhutaan mybs primitiivi-
sisti ja johdetuista olioista. Eukleideen
geometriassa piste ja suora ovat primitiive-
ji, mutta ympyri saadaan miirittelyn
avulla primitiiveisti. Lukuja ja lukujirjes-
telmii voidaan pitii kisitteind, mutta
my®s tarkasteltavina olioina tai oliojirjes-
telmini. Oliolla ei ole ainoastaan ominai-
suuksia, vaan silli on myos kisite tai useita

1 Esimerkiksi olla veli on symmetrinen relaatio:
Jos Lasse on Kallen veli, on Kalle Lassen veli.
Luonnollisten lukujen joukossa olla suurempi
kuin on transitivinen relaatio. Jos abjab c,
niin a c.
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kisitteitd. Puhutaan pallon lkisitteesti,
mutta matematiikassa analysoidaan pal-
lon ominaisuuksia. Vaikka olioilla olisikin
lisitteensd, niin kAinteisviittaus el vileed-
mitti ole ongelmaton. Mink3d olion kisit-
teitd ovat esimerkiksi opintoviikko tai va-
paus?

Fysiikassa suureet edustavat kiyttéti-
lanteesta riippuen attribuutteja tai kisit-
teitdi. Empiirisissi  yhteyksissi  suureet
kuuluvat ominaisuuksien luokkaan ja ovar
ominaisuuksien kvantitatiivisia vastineita
(Kurki-Suonio & Kurki-Suonio 1994,
164). Teoreettisina entiteetteind suureilla
tarkoitetaan kisitteitd (Kangas 1981, 12;
Kurki-Suonio & Kurki-Suonio 1994,
141). Matematiikassa puhutaan ominai-
suuksista ja relaatioista. Esimerkiksi vaih-
dannaisuus on yhteenlaskun ominaisuus,
ja joukon kuuluminen toiseen joukkoon
ilmoittaa joukkojen vilisen relaation. At-
tribuntt eivit kuitenkaan siirry sellaise-
naan kohteista ajatuksiin, vaan ajattelu
operoi kisitteilld. Kisitteiden el rtarvitse
epikurolaisittain olla attribuuttien kopioi-
ta, jonkinlaista ajatuksellista vastaavuutta
kyllikin edellytetisin. Kiusauksena on
midritelli kisite attribuuttien avulla.
Tami ei kuitenkaan kiy, koska kyseessi
olisi kategorian ylitys: attribuutti ja sen
ajatuksellinen vaste edustavat eri kategori-
oita. Sama koskee piirteiti ja kokemuksia.
Opetuksen kannalta mielenkiintoisia oli-
sivat siirtymasdinnét kateporialta toiselle,
mutta ainakaan Stepinin (1983, 34) tai
Seppilin (1980, 10) empiristiset tapailut
eivit niytd vakuuttavilta. Molemmissa
lihtékohtana on aistimuskokemus ja -
loksena leisite, mutta vilittivd kytkeyty-
minen jitetiin avoimeksi.

Mitkd ovat ne tunnusmerkit, joiden
avulla kisitteiden omaaminen voidaan
tunnistaa? Miten tunnistamis- tai luokit-
telukyvyt liittyvir  kisitteisiin?  Vaikka
tunnistamis- ja luokittelukyky edellyt-
tdisikin kdsitteiden omaamista, eivit kisit-

teet silti ole valmiuksia tai kykyji. Tasti
huolimatta tunnistamis- ja luokitteluval-
miuksien taustalla ajatellaan olevan kisit-
teiti. Tdmi on empiirisen tutkimuksen
identifioimisongelma,  johon  Aaltola
(1989, 20-28) kiinnittid erityisti huo-
miota.

Kisitteen ja attribuutin samaistami-
nen osoittaa usein sdistiviistd kielenkayt-
4. Samaistaminen on lukijan tai kuuli-
jan kannalta hyviksyttivad, varsinkin jos
asia tuodaan julki. T4ll6in olisi tietysti sel-
vyyden vuoksi suositeltavaa, ettd pysyttii-
siin valitulla linjalla ja kdytettiisiin ter-
mistdd johdonmukaisesti. Kommunikoin-
tiongelmia syntyy vasta sitten, kun kuuli-
ja ei tunne aihealueen paradigmaattisia si-
toumuksia. Hin ei vilttimitti ole tietoi-
nen niistd attribuuteista, joita puhuja tar-
koittaa ilmaisuillaan. Kun kuulijalla ei ole
tarvittavia kdsitteitd kiytossiin, hin ei ta-
voita sanomaa eikd hin niin muodoin ym-
mdrrd puhetta. Kisitteilld on tilléin vilit-
tivi tehtivi subjektin jisentiessi maail-
maa. Pedagogisista syisti ei niin ollen -
lisi samaistaa kisitteiti ja attribuutteja.
Siispd Ahlmanin (1976, 141-168) luon-
nehdinta kisitteestd kollektiivisena ajatus-
vilineeni niyttid lupaavalta, kun lisitiin
vield, ettd kisitteen omaaminen on tietoi-
suutta attribuutista. Kullakin erityisalu-
eella voidaan kommunikoida kohdealu-
eesta ja sen attribuuteista kisitteiden vili-
tykselli. Tilléin kisitteiti voidaan pitii
Popperin maailman 3 kulttuurisina olioi-
na (ks. Niiniluoto 1984, 128), joita oppi-
misessa omaksutaan.

Formaali ja informaali tieto

Olioiden olemassaolokysymykset kuu-
luvat ontologian piiriin, joka on filosofian
osa-alue. Olemassaolositoumukset kuulu-
vat tieteenalaa hallitsevaan paradigmaan ja
midrittivit enemmin tai vihemmin imp-
lisiittisind kulloistakin nikékulmaa. Eri-
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tyistieteissi on kussakin omat sitoumuk-
sensa, joiden kyseenalaistaminen ei kuulu
kuhnilaisen normaalitieteen piiriin (Kuhn
1994). Maantieteiliji ei kyseenalaista jir-
vien, jokien ja vuorten olemassaoloa, vaan
tutkii ndiden muodostelmien pituuksia,
korkeuksia ja syntymekanismeja. Erityis-
tieteiliji kuvailee kohdealuettaan traditi-
on mukaisesti attribuuttien avulla ikiin
kuin hinelld olisi suora kontakti univer-
saaleithin. Niin hin tekee siiti riippumat-
ta, onko hin tietoinen ontologisista tai
epistemologisista sitoumuksistaan vai ei.

Mayteds siltd, ettd on hyviksyteivi ais-
tein tavoitettavat aineellisen maailman
oliot ja vain ajatuksen avulla tavoitettava
ideoiden maailma. Niiden kahden maail-
man silloitus tapahtuu empiristisen pe-
rinteen mukaan aistihavainnon abstra-
hoinnin kautta idealisoituihin olioihin tai
platonilaisittain deduktion avulla ideaa-
liolioista aistimaailmaan. Pirie & Kierenin
oppimisen prosessimallissa (1994) neljd
ensimmiisti ajattelun tasoa edustavat em-
piiristi ajattelua ja jilkimmiiset neljd for-
maalista ajattelua. Empiirinen ajattelu
kohdistuu havainto- ja mielikuviin, for-
maalisen ajattelun kohteet ovar intuitiivi-
sia. Formaaliin ajatteluun siirtyminen on
pikemminkin sisdltéihin ja perusteluihin
kuin prosesseihin liittyvi kysymys. Piit-
telyn, padtdksenteon, ongelmanratkaisun,
tarkkaavaisuuden tai muistamisen proses-
seissa  tuskin  tapahtuu  periaatteellisia
muutoksia, vaikka kohteet ja perusteet
muuttuvatkin.

Tieto voidaan jakaa sisiltéén perustu-
en formaaliin ja informaaliin. Matema-
tiikka ja reaalitieteet edustavat informaalia
tietoa siind mielessd, et niilli molemmil-
la on omat tutkimuskohteensa. Matema-
titkassa tutkitaan matemaattisia ideaa-
listruktuureja ja reaalitieteissi reaalikoh-
teita. Formaalia tietoa edustaa nyt formaa-
li logiikka, jonka tehtivikenttiin kuuluu
muodollinen paittely, pdittely ilman si-

silttji. Onhan tietysti mahdollista, etci
informaali viittaa reaalimaailman informa-
tiiviseen sisiltd6n, jolloin matematiikka ja
muodollinen logiikka ovat formaaleja
luonnontieteisiin nihden. Informaalilla
voidaan vieli tarkoittaa arkiajartelua tai
hiljaista tietoa. Termi formaali saa erilaisia
kontekstista rijppuvia vivahteita. Piagetil-
la formaali viitannee Kantin ajattelun ka-
tegorioihin, kisitteisiin.

Pirie & Kierenin mallissa (emt.) for-
maalin ajattelun sisdltéjen lihtékohtana
on jonkinlainen karkea ja epimiiriinen
havaintokuva, josta eliminaation, tiyden-
nyksen ja yleistyksen kautta vaiheittain
piistiin  ideaalistruktuureihin.  Kailan
mukaan (1939, 20-24) ekonomia niytte-
lee keskeistd osaa abstraktiossa, joka suosii
yksinkertaista monimutkaisen sijaan. Fo-
dorilla (2001, 13) prototyyppi edustaa
vilivaihetta lisitteenmuodostuksessa. Fo-
dor pitii prototyyppii tietyn kisitteen
alaan kuuluvana erityistapauksena, jonka
mieli oppii ja kytkee “jollakin tavalla” ki-
sitteeseen. Voidaan ajatella, etti aluksi on
yksi esimerkkitapaus ja esimerkkien li-
siintyessi prototyyppi kehittyy joko sto-
kastisena tai edustavan tyypin valikoitu-
misena. Edelleen kisitteet muodostavat
kisitejirjestelmii, jotka voivat taltioitua
muistiin semanttisiksi verkoiksi. Muisti-
ja havaintotutkimukset tukevat titi hypo-
teesia (ks. Saariluoma 1990, 88). Verlko-
jen kytkeymiit voivat olla assosiatiivisii tai
loogisia. Verkot voivat olla sanallisia tai
kuvallisia (Paivio 1986). Fodor pitii ajat-
telumalleissaan kielellisii representaatioi-
ta ensisijaisina (Fodor 2001). Semanttisil-
la verkoilla kisitekarttoina on pedagogista
kidytttid ainakin oppiaineksen jisentimi-
sessd, muistamisessa ja jisennyksen arvi-
oinnissa. Fodorin mukaan oppiminen ei
piisdintdisesti noudata kisitteiden loo-
gista rakennetta, vaan kisitteet opitaan
uselmmiten atomistisesti (emt. 13). Vaik-
la hevoset ovatkin eldimii, ne tuskin mii-
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ridvit yleiskdsitteiden hevonen ja eliin
oppimisjarjestysti. Olioiden aihepiiriin
kuuluvat ldheisesti vield asiat ja asiantilat
(ks. Leinonen 2002). Ovathan asiat sikli-
kin tirkeitd olioryhmii, etti niiden oppi-
minen, opettaminen, hoitaminen ja aja-
minen kuuluvat elimiimme. Aiheen laa-
juuden vuoksi asia jitetdin kuitenkin ti-
min artikkelin ulkopuolelle.

Kasitteet eri ndkdkulmista

Filosofisten suuntausten ontologiset ja
epistemiset lihtékohdat ovat ohjanneet
keskustelua kisitteen- ja tiedonmuodos-
tuksesta. Kisiterealismin mukaan kisit-
teet ovat mielestd rilppumattoman maail-
man osia. Platon kannatti objektiivista
idealismia, jonka mukaan kisitteet ideaa-
liolioina muodostavat tosiolevaisen, ja ais-
timaailma on vain sen johdannainen tai
heijastuma (Niiniluoto 1984, 39). Idea-
maailman voi saavuttaa vain ajattelulla, ei
aistihavaintojen avulla. Tillsin tutkimi-
nen on ideamaailman etsimisti ja oppimi-
nen on sen loytimisti. Kisiterealismin
mukaiset opetusmenetelmit olisivat til-
l6in jonkinlaisia hakuohjeistoja. Aristote-
leen mukaan jo aistihavainnossa on ideaa-
linen aines mukana, jolloin ideaalimaail-
ma voidaan saavuttaa havainnoista induk-
tiivisen yleistyksen kautta (emt. 39—42).
Skolastikot opettivat, ettd maailma kopi-
oitun ihmismieleen jonkinlaisten “spe-
ciesten” (esineiden lihettimii hahmoja)
vilitykselli (Hobbes 1999, 36). Keskiajan
nominalistit kielsivit universaalien ole-
massaolon. Heiddn mielestiin on olemas-
sa vain yksildolioita. Universaalit ovat
nominalismin mukaan kielellisind ilma-
uksina vain nimii, mutta ne eivit ole itse-
niisesti ihmismielesti rippumattomina
olemassa (Niiniluoto 1984, 124). Kon-
septualismi on erdfinlainen nominalismin
johdannainen. 5iind universaalit ovar ki-
sitteind tietoisuuden tuotteita: ajatuksia ja

mielikuvia (emt. 124; Lacey 1996, 54).
Nominalismi ja konseptualismi ovat sovi-
tettavissa konstrukeivismiin, Konstruko-
vismin mukaan kisitteet ja kisitejirjestel-
miit ovat kultuuritotteina thmismielen
luomuksia (MNiiniluoto 1990, 188-190).
Niin kisitteet ja niiden oppiminen kuu-
luvar ihmismielen akoviteetteihin.

Merkityksen kontekstuaalisuus

Kiisitteisiin viittaavan termistén niuk-
kuudella on haittavaikutuksia niin ajatte-
luun kuin kommunikointiinkin. Termin
merkitys on kontekstisidonnainen riippu-
matta siiti, onko kysymys realismista,
konseptualismista tai nominalismista.
Esimerkiksi voima viittaa systeemin tai
sen osien dynaamisiin piirteisiin, mutta
muutoin se saa aivan eri merkityksen vaik-
kapa fysiikassa, taloustieteessi ja teologias-
sa. Asiayhteys paljastaa kuitenkin tiss3 ta-
pauksessa termin merkityksen, eivitkd ai-
healueiden merkitykset piise helposti se-
koittumaan. Toisin on kuitenkin niiden
tekstien laita, joissa jonkin tendenssin
vuoksi pyritiin tuottamaan niytrivi tulos
verbaalisen nienniiskoherenssin varjolla.
Eklektismiksi nimitetiin siti toimintata-
paa, jossa kytketdin keinotekoisesti perus-
teiltaan yhteensopimattomia aineksia toi-
siinsa. Taitavalla valinnalla ja sujuvalla ver-
balistiikalla voidaan keritd toivottuja asi-
oita eri puolilta miellyttiviksi kombinaa-
tioksi. Tarkempi selvitys voi kuitenkin pal-
jastaa, etti kombinaatio on keritty taus-
taltaan yhteensovittamattomista tekijois-
ti. Koska ilmaus ei kanna mukanaan kon-
tekstivapaata sisdltéd, sama termi tai lause
voi saada eri merkityksen kiyttdyhteydes-
ti, teoriasta, periaattesta tal perinteesti
rilppuen.

Kokemus on sekd kiyriytymisti ettd
oppimista kuvaavissa ja selittivissd keskus-
teluissa usein esiintyvi termi. Kolben syk-
lisen oppimismallin (1984) tekee kokemius
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vaikeaselkoiseksi. Mallista on kiytetty ko-
kemusoppimisen nimei (experiental lear-
ning), koska sen kisitteenmuodostus pe-
rustuu  kokemukseen ja koettelemiseen.
Melivaiheinen sykli kiynnistyy kokemuk-
sella, josta se reflektoinnin kautta tiivistyy
kisitteeksi, jota neljinnessi vaiheessa tes-
tataan (emt. 21). Seppili (1980, 8-12)
pitii analyyseissiin yksilon kokemusta
merkittivini tekijind oppimisessa, mutta
teoreettisena  kisitteend epdmiiriiseni.
Eri perinteissi termi kokemus saa toisis-
taan poikkeavia merkityksii. Empirismis-
si kokemus viittaa tiedon alkuperiin, ais-
tihavaintoon (Hobbes 1999, 38-39), jos-
ta kisite-empirismin mukaisesti kiisitteet
abstrahoidaan. Pragmatismissa kokemus
viittaa rutiinitoimintoihin tai ongelmati-
lanteisiin, joista selviydytiin kokeiden
avulla (Dewey 1998). Humanistisessa
psykologiassa  kokemukseen  kuuluvar
mybs eriasteiset emotionaaliset painotuk-
set (Rauhala 1990). Tarkkaavainen teoree-
tikko voi tietysti syventyd Kolben mallin
perusteisiin ja arvioida tuotosta sen perus-
teella, kuten Miettinen tekee (1998).
Miettisen kisittelyssi Kolben “teoria”
muuttuu  malliesimerkiksi  eklektisestd
teorianmuodostuksesta. Mutta kuinka on
kiireisen soveltajan laita? Antaako hin
mallille mieleisensd tulkinnat ja soveltaa
mallia tarkoitushakuisesti omiin hankkei-
siinsa? Antaako opettaja mallille omat tul-
kintansa ja etsii keinovalikoimastaan sopi-
via menettelytapoja siten, etti saisi mallis-
ta kiyttikelpoisen?

Merkki ja merkitys

Merkkilajit

Edelld tarkasteltiin kisitertdi ja huo-
mattiin, ettd se on kiintedsti sidoksissa oli-
oihin ja attribuutteihin. Kisitteen merkit-

semiseen, joka on kommunikoinnin edel-
lytys, ei kiinnitetty huomiota, vaikka jo
kirjoittaminen edellyttid merkkien kiyt-
tB4. Sitd osaa ajattelun kisitteellisestd vili-
neistéstd, joka ei saa kielellisti ilmaisua,
sanotaan esikielelliseksi (ks. Saariluoma
1990, 71-77).

Merkin tehtivi on olla merkkini josta-
kin, jota sanotaan merkitykseksi. Merkke-
jd ovat indeksit, ikonit ja symbolit. Indek-
sit viittaavat kohteeseensa rakenteellisen
tai kausaalisen suhteen perusteella, kuten
savu on tulen merkki. Kartta ja diaprammi
ovat samankaltaisia kohteidensa kanssa.
Ne ovat kohteidensa ikoneja. Symbolin
merkitys perustuu  sopimukseen. Kun
koodauksesta sovitaan, mybs indekseji ja
ikoneja voidaan kiytrii symboleina. Witt-
genstein kuvaa merkin ja symbolin suh-
detta seuraavasti (1971, 16-17): "Sym-
boli luonnehtii erdin muodon ja erdin si-
sillén yhteyden.” ja "Merkki on symbolin
aistein havaittava osa.” Symboli on siis
koodilla varustettu merkki. Fysiikassa
timi erottelu on otettu huomiocon siten,
ettd suureelle on omistettu tunnus. Kirjai-
met, numerot, sanat ja lauseet ovat merk-
keji ja muuttuvat symboleiksi vasta koo-
dauksen jilkeen. Pedapogisesti timd mer-
kitsee sitd, ettd koodiston oppiminen on
ymmadrtivin oppimisen edellytys. Symbo-
li -termin ongelmana on, ettd joskus silli
tarkoitetaan merkkii ja joskus koodilla va-
rustettua merkkii.

Viittaus ja kasitteen sisalto

Merkkiin liittyvd merkitys ja sen ta-
voittaminen on erds yhteisdllisen elimin
ehdoista. Merkitys-termilli on laaja ja
monipuolinen kiytté eri yhteyksissi (Ogp-
den & Richards 1923). Kielen ja mielen
syvimpid probleemoja onkin, kuinka
merkkien kombinaatiot voivat vifsata it-
sensd ulkopuolelle ja ilmaista asioita. Niin

syvillisiin kysymyksiin ei tissd yhteydessi
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yritetikiin puuttua, vaan tyydytiEn ai-
heen kannalta relevanttiin kielellisen mer-
kityksen tarkasteluun. Aaltola (1989, 16—
28) nikee oppimisen kannalta nelji huo-
mionarvoista merkityksen teoriaa: refe-
renssiteoriat, ideaatioteoriat, kiyrtiyry-
misteoriat ja kielen kiyttoteoriat. Refe-
renssiteorioissa kieltd kiytetdin olioista
puhumiseen. Ideaatioteorioiden taustalla
on ajatus, ettd kielellisii ilmauksia kiyte-
tiin ajatusten ja kokemusten ilmaisemi-
seen. Kayrtiytymisteoriat kuvailevat reak-
tioita, toimintoja, tilanteita ja ndiden vili-
sid kytkentdji. Kielen kiyttiteorioissa kie-
lelli on vilineellinen tehtivi. Aaltolan
mukaan (emt. 27) kielen kiyttoteoria avaa
muista poiketen luontevan nikékulman
opettamiseen ja oppimiseen. Aaltola pe-
rustelee kriittisti suhtautumistaan ideaa-
tio- ja referenssiteorioihin ideoiden ja refe-
renttien  identifioimisongelmilla.  Tissd
esityksessi pyritdin selvittimain kuiten-
kin ymmartimisen edellytyksii merkityk-
sellisten ideoiden ja tarkoitteiden kautta.

Referentiaaliset relaatiot, referenssit,
vilittivit merkin ja merkitysten (intensio
ja ekstentio) vilisii semanttisia suhteita.
Nimitettikoon kisitteen ja olioiden vilis-
ti suhdetta tarkoittamiseksi, koska kisite
tarkoittaa jotakin. Realistien keskusteluis-
sa merkilli on merkitys ja kisitteelld sisil-
té. Nominalistin kisitteelli on merkitys,
jonka se saa kidyttyhteyksistdin. Karta-
vimmillaan kielellisen ilmauksen intensio-
naalinen merkitys tarkoittaa kaikkia mah-
dollisia maailmoja, joihin se voi viitata,
vaikka niistd vain yksi toteutuisikin (ks.
Miiniluoto 1984, 121). Martemaarnset
strukruurit, fysiikan mallit ja Fodorin pro-
totyypit sopinevat ainakin realistin mie-
lesti ideoiden tai idealisoitujen olioiden
maailmaan. Jos ymmdredmiselld tarkoite-
taan tekstin sisillén tavoittamista (Leino-
nen 2002), tdytyy kuulijan tai lukijan s~
kintansa ja valintansa avulla pystyi l6yti-
miin tarkoitettu kohde ja sithen soveltuvar

attribuutit kisitteidensd avulla. Viirinym-
mirtimisen mahdollisuuksia on monia!

Esimerkki: Raili Kauppi (1994, 9, 13)
kirjoittaa artikkelissaan Huomautuksia
symbolisesta universumista seuraavasti:

. Edellytetidn myds, ettd pube (tai muu
ilmaus) on ilmoittavaa, ettd sifs sanotaan jo-
takin jostakin, omistetaan tietty kdsitreelli-
nen merkitys, kisite tai propositio, jollekin
oliolle tai asiantilalle, joka on pubeen tar-
koite. larkoitteen ei tarvitse olla todelli-
nen.”... Fysiikan maailmasta Kauppi tote-
aa, ettd "Fysiikan tutkima maailma on itse
asigssa fysitkan teorian abstrake malli.”

Kyseisessi artikkelissa  tarkastellaan
sitd, milld tavoin ihmisen eletty ja koettu
maailma rakentuu kielellisten symbolien
varassa. Kauppi edellyttii, ettd puhe on
intentionaalista tarkoittaen olioita tai asi-
antiloja. Todellisuus on olemassa, mutta
puheen kohteiden ei vilttimitd tarvitse
olla todellisia. Esimerkiksi fysitkan tutki-
ma maailma on abstrakti malli. Kauppi ei
omista olioille ja asioille kuitenkaan attri-
buutteja, vaan kisitteiti ja propositioita.
Miti hin tilld tarkoittaa? Kivisen mukaan
(1994, 140) Kauppi tarkoittaa kisitteilld
artribuutteja. Onko Kauppi kisiterealisti
(Lacey 1996, 54)? Kauppi tarkastelee ar-
tikkelissaan symbolien avulla koettua
maailmaa, joka viittaisi sithen, ettd attri-
buutit olisivat mielen ja kulttuurin asioita
ja siis kisitteitd. Onko artikkeli rakennet-
tu kantilaisen tietoteorian mukaisesti, jota
hin valottaa Mini-kollokvion julkaisussa
muutamaa vuotta aiemmin (Kauppi
1988) Voisiko tekstid tulkita niilli pe-
rusteilla seuraavastii Emme saa tietoa
maailmasta sininsi (das Ding an sich),
vaan fenomeeneista. Fenomeenit ovat il-
miditi, joissa havainnon muodot ja ym-
mirryksen kategoriat luovat kisitteelli-
set edellytykset tiedollisille kokemuksille.
Attribuutit ominaisuuksina ja relaatioina
olisivat siis tarpeettomia tai pikemminkin
ne ovat vieraita entiteettejd tissd
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ympiristossi. Vihdisen tausta-aineistonsa
vuoksi tulkinta jii epivarmaksi. Mutta jo
timi esimerkki paljastanee, kuinka vaikea
on saavuttaa kirjoittajan perspektiivi ja
tekstin sanoma kirjoittajan tarkoittamalla
tavalla!

Lopuksi

Nykykoulussa opetus tapahtuu suurel-
ta osin kielen vilitykselli. Kielellisen sano-
man saavuttaminen on ymméirtimisti,
joka puolestaan edellytrii tekstin tulkitse-
mista. Lukutaitoon tulisi kuulua oppiai-
nekohtaisten  tekstien erityispiirteiden
hallintaa, esimerkiksi fysilkan opinnot
edellytrivit matematiikan osaamista. Ki-
sitteitd pidetdin ajattelun vilineind, joten
niihin ja niiden asemaan opetuksessa tuli-
si kiinnittdd erityisti huomiota. Kuten
huomattiin, kisite saa erilaisia sisilt6jd ai
merkityksii nikékulman mukaan. Luki-
jan tai kuulijan tulee huomata, ettd kir-
joittajasta riippuen kisitteitd voidaan pi-
tii ainakin teoreettisina entiteetteind,
piirteiden tai kokemusten kimppuina,
pelkdstiin sanoina tai samaistaa kisite at-
tribuuttiin. Nyt siled, et pedagogi-
seen tutkimukseen ja sovelluksiin sopii
luonnehdinta, jossa kisite nihdiin itse-
niisend kulttuurielementtind, sen omaa-
minen on tietoisuutta attribuutista ja sen
omaksuminen tapahtuu oppimisen vili-
tykselli. Timi nikemys sitoo kisitteen
mieleen ja kieleen — oppimisprosessin kes-
kukseen ja vilineeseen. Attribuutit owvat
puolestaan maailman osia, jotka tavoitam-
me aistien, ajattelun, mittavilineiden ja
teorioiden avulla. Edellisen pohjalta voi-
daan kysyi: Miten koululainen tai opiske-
lija pystyy selvittimiiin itselleen eri oppi-
aineissa tekstin tulkinnan kannalta viltti-
mittémit episteemiset ja ontologiset
taustaoletukser? Missi méirin ymmirti-
minen on sidoksissa tekstin tuottajan

perspektiiviin? Luotammeko tekstin tul-
kinnassa liikaa oppijan intuitioon vai sily-
timmeké opettajille lilan vaativia tehti-
vid?
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Miten arvioida matematiikan opiskelua

ja ymmartamista

Leinonen, Jorma - Korhonen, Anne.2005. MITEN ARVIOIDA MATEMATIIKAN OPISKE-
LUA JA YMMARTAMISTA. Kasvatus 36 (1), 33-42.

Tassa artikkelissa on kehitetty ja kuvailtu matematiikan opiskelun diskurssianalyyttista
arviointia. Empiirisend aineistona on kaytetty luokanopettajakokelaiden opiskelupaiva-
kirjoja heidan matematiikan opinnoistaan. Ty6ssd on arvioitu, kuinka opiskelijat ym-
martdvat matemaattisten kasitteiden merkityksid ja kuinka he selviytyvat tehtavistd, jot-
ka koskevat eri lukujérjestelmia. Teoreettisena viitekehyksend on kidytetty brittildisen
tradition mukaista diskurssianalyysid (Potter & Wetherell 1987; Edwards 1993). Pdiva-
kirjoista on poimittu kaksi erilaista diskurssia. Toisessa diskurssissa tarkastellaan mate-
maattisia tehtavia empiirisestd nakdkulmasta. Ongelmien ratkaisuun pyritddn kiytan-
non kokemusten ja muistisddntojen avulla. Toisessa diskurssissa matematiikan opiskelu
perustuu luovaan ajatteluun. Tall6in yritetddn loytdd oikea ajattelutapa, kuten erds opiske-
lija kirjoitti. Tassa diskurssissa pystyttiin kdyttimaan esimerkiksi diskurssien ristiriitaa
matemaattisessa paattelyssa.

Asiasanat: diskurssi, diskurssianalyysi, matematiikan opiskelu, merkitysjarjestelmd, ym-

martiminen

Johdanto

Oppimisen arviointi on oleellinen osa ope-
tustyotd. Yleensd arvioinnin painopiste on
erilaisten testien, kokeiden ja todistusten nu-
meerisissa palautteissa. Numeroarvostelun
heikkoutena on, ettd palaute tulee viiveella.
Lisdksi luokkayhteisossa oppilas voi saaman-
sa numeron perusteella leimautua kiusalli-
sesti. Oppimisen arvioinnin tulisi kohdistua
myos sithen, miten asioita ymmarretdan ja

kuinka uusia asioita opiskellaan. Atjosen
(2003, 446-447) mukaan pedagogisesti mer-
kittdivimpia arviointimuotoja ovat ne, jotka
kohdistuvat opetus-, opiskelu- ja oppimispro-
sesseihin.

Kokeisiin perustuvat arvioinnit ovatkin
saaneet suomalaisissa tutkimuksissa rinnal-
leen muita arviointimuotoja, kuten itsearvi-
oinnin (esim. Hakkarainen ym. 2000, 165-
170), portfoliot (esim. Judén-Tupakka 2003)
ja oppimispdivakirjat (esim. Lonka & Lonka
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1991). Téssa tyossa on tarkoitus kehittdd ma-
tematiikan opiskelun ja ymmartamisen
arviointia opiskelupdivikirjojen pohjalta.
Arviointi perustuu opiskelupidivikirjojen dis-
kurssianalyyttiseen tulkintaan. Aiheen kehit-
telyssd naytetaan esimerkkien avulla, kuinka
opiskelu etenee ja asioiden ymmairtiminen
kehittyy.

Diskurssianalyyttista ainedidaktista tutki-
musta matematiikassa ovat tehneet esimer-
kiksi Sfard (2000), Kumpulainen (2002) ja
Kaartinen (2003). Diskurssianalyysista ei kui-
tenkaan ole muodostunut yhti yhtendista tut-
kimusperinnettd, vaan siitd esiintyy useita
erilaisia versioita. Taman artikkelin viiteke-
hys pohjautuu brittildiseen traditioon (esim.
Potter & Wetherell 1987; Edwards 1993), jota
Jokinen ym. (1993b; 1999) ovat kehittineet
edelleen. Tissd perinteessd kielenkiytto nih-
dadn konstruktionismin mukaisesti sosiaali-
sena toimintana, joka tuottaa sosiaalisen to-
dellisuuden ja jonka mukaan orientoitumi-
nen maailmaan tapahtuu (Gergen 1994).
Matematiikka on yksi osa sosiaalista toimin-
taa. Matematiikan oppiminen on liittymista
sosiaalisiin jarjestelmiin ja ymmartiminen
kielenkdyton hallintaa, mikd on mielekkiin
kommunikoinnin ehto. Toiminta ja kom-
munikointi kuuluvat puolestaan opetus-
tapahtuman ytimeen (Kansanen 2004).

Diskurssianalyysi ja ymmartaminen

Teoreettinen viitekehys ja paivakirjat

Diskurssianalyysi on tekstin analyysid, jossa
yritetdian 10ytdd merkityksid ja merkitysjar-
jestelmia. Merkitys ei tarkoita kielellisen il-
mauksen sisiltod, vaan se on kielenkidyton
madre, joka ilmenee sosiaalisissa tavoissa ja
instituutioissa (Wittgenstein 1953). Taman
tyon kannalta oleellisimpia merkityksia ovat
episteemiset, tekniset ja praktiset merkityk-
set. Esimerkiksi osa luvun kaksi episteemista
merkitystd matematiikassa on, ettid se on pa-
rillinen alkuluku. Sujuvalla laskutaidolla on
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tekninen merkitys matematiikan taidoissa.
Matematiikan osaamisella on puolestaan
praktinen merkitys insindorin tydssid. Mer-
kitykset kombinoituvat merkitysjarjestel-
miksi, joiden avulla todellisuutta hahmote-
taan ja rakennetaan ja joihin toimijat kiin-
nittyvat. Merkitysjarjestelmit ovat sosiaali-
sesti tuotettuja ja yllapidettyja systeemejd, ja
ne voivat tukea toisiaan tai olla ristiriitaisia
keskendin.

Muita keskeisid kasitteitd diskurssianalyy-
sissd ovat subjektipositio, funktio, konteksti
ja faktuaalistamisstrategia, joiden mukaan
merkitysjarjestelmat nimetdian diskursseiksi
(Jokinen ym. 1993a, 17-47; Juhila 1993,
151-158). Subjektipositiolla tarkoitetaan esi-
merkiksi opiskelijan asemaa tydryhmassa tai
hinen ndkokulmaansa matematiikkaan.
Diskurssianalyyttisessd tutkimuksessa, mate-
matiikasta poiketen, funktiot viittaavat nii-
hin tehtdviin, joita yksittdisella ilmauksella
tai teolla on toimintaymparistdssddn. Esi-
merkiksi lausekkeen sieventiminen edistaa
yhtdlon ratkaisemista. Kontekstit ovat niitd
ympadristdjd, joissa vdite, kasite tai teko saa
merkityksensa ja tulee ymmarretyksi. Perus-
koulun matematiikan kannalta geometria on
kolmion kulman kontekstuaalinen ymparis-
t6, mutta kulma ei ole ensisijaisesti algebran
késite. Faktuaalistamisstrategialla tarkoite-
taan jonkin vditteen perustelutapaa, jota ma-
tematiikassa edustaa esimerkiksi todistus ris-
tiriidan kautta.

Diskurssien rakentaminen perustuu nii-
den enemman tai vihemman piilevien ole-
tusten tunnistamiseen, joita “neutraalein-
kin” kieli sisiltdd. Tydomme empiirisen ai-
neiston opiskelupidivikirjat ovat selontekoja,
joissa opiskelijat kertovat tyoskentelystaan
matematiikan parissa ja pohtivat omaa opis-
keluaan. Koska selontekoja ei diskurssiana-
lyysissa voida pitda ajatusten kopioina tai hei-
jasteina, aineiston analysointi perustuu pai-
vakirjojen tulkintaan, joka on tdssd tyOssa
tehty formaalin matematiikan (Ernest 1991,
10-11) ndkokulmasta. Diskurssianalyysi kul-
minoituu siis tekstien taustalla olevien kon-
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tekstien etsimiseen ja luomiseen, jolloin kie-
lelliset ilmaisut saavat tulkintojen kautta
merkityksensa.

Opiskelupiivikirjat on kirjoitettu luokan-
opettajakoulutuksen perusopintojen Koulu-
matematiikan kurssista. Koulumatematiik-
kaan kuuluvan kurssin pituus oli viisi viikkoa.
Viikossa oli kaksi tuntia luentoja ja kaksi tun-
tia pienryhmaharjoituksia. Taman kurssin sai
suorittaa perinteiselld tavalla tentteineen tai
kirjoittamalla padivikirjaa. Kurssin yhtena osa-
na olivat lukujarjestelmait, jotka paivakirjojen
mukaan olivat opiskelijoille uutta asiaa. Kurs-
sin 64 opiskelijasta 17 suoritti osuutensa laa-
timalla opiskelupdivikirjan. Pdivdkirjaa tuli
tyostdd kurssin etenemisen mukaan ja kun-
kin viikon osuus tuli palauttaa seuraavalla vii-
kolla. Empiiriset otokset ovat aineistosta, joka
kerittiin tammi-helmikuussa 2001. Pdiva-
kirjat on dokumentoitu tekijan mukaan aak-
kosjarjestyksessda 1-17 ja kukin paivakirja on
varustettu sivunumeroilla viittauksen paikan-
tamiseksi. Esimerkiksi ote 1 (2/26) 10ytyy toi-
sesta paivakirjasta sivulta 26.

Ymmartaminen taitona

Ymmartidmiselld voidaan tarkoittaa esimer-
kiksi symbolien herattamia ajatuksia (Hob-
bes 1962/1651, 27), sisdisid tietoverkkoja
(Hiebert & Carpenter 1992, 67), yleiskatsa-
uksellista nikemystd sanojen kaytostd (von
Wright 1998), korrektia kielenkdyttoéa (Witt-
genstein 1953, 58: § 146), intuitiivisia koke-
muksia osaamisesta (Wittgenstein 1953, 63:
§ 157) tai jasentynyttd tietimistd (Leinonen
2002). Ymmairtimistd voidaan luonnehtia
myos tietojirjestelmiin liittyvdn kontekstu-
aalisuuden, jdsentyneisyyden, koherenssin,
tiiviyden, selitysvoiman ja kdyttokelpoisuu-
den kriteerein.

Téssd tydssd ymmartdmiselld tarkoitetaan
jasentynyttd tietoa, joka ilmenee kielenkay-
ton taitona, kuten esimerkiksi laskualgorit-
mien osaamisena ja matemaattisten pdatte-
lysddntojen hallintana. Primaaritason ym-
martamisessd on kyse teorian ja menetelmi-

en hallinnasta, joka on matematiikassa ele-
gantin ongelmanratkaisun edellytys. Ongel-
manratkaisija tekee johtopaitoksia ja valin-
toja teorian puitteissa. Se, ettd ymmartdmi-
nen on taito, on pedagogisesti merkittava
seikka, koska taitoa voidaan opettaa ja kehit-
tdd erilaisten harjoitteiden avulla (Aaltola
1989, 27).

Diskurssianalyysissa tietoa jostakin asias-
ta pidetdan neuvottelutuloksena ja yhteisym-
marryksend. Yhteisymmarrys neuvottelutu-
loksena merkitsee yhteisen merkitysjarjestel-
man konstruointia tai toimintaa yhteisen
merkitysjarjestelman puitteissa. Esimerkiksi
dialogit (Sarja 2000) koululuokassa tarjoavat
virikkeisid ymparist6jé, joissa oppilas voi op-
pia asioita eli paasta kasiksi yhteisiin merki-
tysjdrjestelmiin. Dialogisia oppimisympdris-
t6jd ovat esimerkiksi keskustelupiirit, panee-
lit ja aivoriihet.

Metaymmartamiselld tarkoitamme toi-
sen kertaluvun ndkokulmaa tapahtumiin.
Diskurssianalyysilld tuotetaan metaymmar-
tdmistd, kun selonteoista ja teksteista etsitian
sosiaalisen yhteison tuottamia ja yllapitimia
hahmotustapoja (ks. Jokinen ym. 1993a, 17-
22). Asettuessaan metaymmartamisen nako-
kulmaan opettaja voi arvioida opiskelijoiden
opiskelutapoja ja asioiden jasentymistd seka
omaa toimintaansa.

Opiskelun diskurssit ja
metaymmartiminen

Millaisten = merkitysjarjestelmien
opiskelijat sitten rakentavat matemaattista
maailmaansa? Kuvaamme aluksi opiskelua
kahden diskurssin avulla ja sitten niytaimme,
kuinka ristiriitaa kdytetddn opiskelussa. Lo-
puksi tarkastellaan metaymmartamisen roo-
lia opiskelussa. Aineistosta nousee esiin kak-
si erityyppistd opiskelutapaa, jotka nimeam-
me luonteensa mukaan mekaanisten muisti-
sddntodjen diskurssiksi ja heuristisen tunnus-
telun diskurssiksi. Heuristisessa diskurssissa
tavoitellaan matemaatikkojen ajattelutapaa
eli kuhnilaisittain pyritddn matemaatikkojen

varaan
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yhteison jaseneksi. Mekaanisessa diskurssis-
sa yritetddn saada matematiikan merkkivii-
dakkoon jonkinlaista jarjestysta erilaisten
muistisadantodjen avulla. Heuristinen diskurs-
si voi johtaa asiantuntijatietoon, kun taas
mekaaninen diskurssi tuottaa praktista tietoa
ja silld on tarked tehtiva arkielamassa. Meille
kaikille on apua esimerkiksi kertotaulun
osaamisesta, mutta asiantuntijalta edellyte-
tddn, ettd han tietdd kertolaskun olevan tois-
tuvaa yhteenlaskua ja ettd vaihdantalain pe-
rusteella tulon tekijoiden jérjestys ei vaikuta
tulokseen. Tiedonlajien paremmuudesta ei
kay kiisteleminen, silld kumpaakin tarvitaan.
Sitd vastoin varmuusasteessa on eroa, kuten
Hobbes (1962/1651, 46) hiukan liioitellusti
toteaa: Praktinen tieto on aina epdvarmaa,
mutta asiantuntijatieto on pettamatonta.

Mekaanisten muistisadntojen diskurssi

Mekaanisten muistisadntojen diskurssissa
matemaattisten ongelmien ratkaiseminen
perustuu ulkoa opeteltujen muistisddntojen
kdyttdmiseen. Tukea ongelmien ratkaisemi-
seen haetaan empiirisestd todellisuudesta,
josta 10ytyy diskurssin konteksti. Taman dis-
kurssin subjektipositiota kutsumme natura-
listin nikokulmaksi. Otteet 1-8 edustavat
mekaanisten muistisidntojen diskurssia, ja
ne osoittavat, ettd matematiikka voi nayttay-
tyd joukkona irrallisia faktoja ja sddntoja. Ote
1 koskee potenssin muistisdantoa:
Ote 1

Hox! Tdytyy muistaa, ettd aina kun jokin luku on
potenssiin nolla (x°), niin tulos on yksi. (2/18)

Tamdn otteen Kkirjoittaja ottaa kyseisen
potenssisddannon hiukan myohemmin esille
ja arvelee, ettd sidntd on sopimuksenvarai-
nen:

Ote 2
Jossain edeltdvdssd raportissa mainitsin sen enem-
pdd pohtimatta, ettd X° on aina yksi (eli kun kan-
taluku on mikd tahansa mutta eksponentti nolla
niin vastaus on aina yksi). Mutta miksi, siihen
en ottanut mitddn kantaa? Olen aina ajatellut,
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ettd siihen ei ole mitddn loogista selitystapaa, se
on vain yhteisesti pddtetty sddnto. (2/26)

Otteen 3 kirjoittaja nikee kerto- ja po-
tenssilaskut samoina operaatioina. Kirjoitta-
ja pdittelee, ettd nollapotenssi on nollalla
kertomisen poikkeustapaus ja lisiksi toteaa,
ettd saannolld kuuluukin olla poikkeus.

Ote 3
...ettd jos nollalla kertoo, niin vastaus on nolla.
Nidinhdn se on ei millddn kerrotaan luku x, vas-
taus on 0. Mutta nollapotenssipa on aina yksi,
kyseessd on siis poikkeus, sddnto. (14/10)

Matematiikka esiintyy tassa diskurssissa
jonkinlaisena ty6kalupakkina (ks. Pehkonen
2000, 357), joka sisiltdd erilaisia sdant6ja ja
niiden poikkeuksia. Kuten otteista 1, 2 ja 3
kdy ilmi, opiskelijat panivat merkille potens-
sit, joiden eksponentti on nolla. Nollapotenssi
ei nidissd tapauksissa askarruttanut kirjoitta-
jla enempda eikd jasentynyt opiskelijoiden
matematiikkaan potenssin mé&aritelméin
mukaisesti, vaan siitd tyydyttiin muodosta-
maan mekaaninen muistisdantd.

Otteen 1 ja 2 kirjoittajaa jai ilmeisesti vai-
vaamaan pelkkd potenssisiannén muistami-
nen ilman perusteluja, koska hin palasi vield
kerran asiaan. Han p&itti tutkia samankan-
taisten potenssien kertomista, kun ekspo-
nentit olivat 1 ja -1. Potenssien kanssa ty0s-
kentely tapahtui opetuksessa annettujen esi-
merkkien mukaisesti, mutta kirjoittaja ei
saanut asiasta oikein otetta ja viimein hin
luovutti toteamalla:

Ote 4
Mind taidan tyytyd siihen, ettd viisaammat ovat
pddttineet, ettd jos eksponentti on nolla niin
vastaus on aina 1. (2/27)

Potenssisdant6d perusteltiin vetoamalla
auktoriteettiin viisaampien padtoksend eiki
vditteend, jota voitaisiin itse koetella tai pe-
rustella. Auktoriteettiin vetoaminen on fak-
tuaalistamisstrategia, joka oikeuttaa kirjoitta-
jan hyvaksymdin potenssisidannon.

Otteista 1-5 voidaan havaita, ettd mekaa-
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nisten muistisdantojen diskurssissa matema-
tiikan tehtdvista selviytymiseen varaudutaan
erilaisin sddnnoéin. Diskurssissa ei yritetd
hahmottaa matemaattisia struktuureja yhte-
ndisind merkitysjirjestelmind, vaan mieleen
painetaan erillisid muistisidnt6ja. Tama voi
johtaa muun muassa muistin ylikuormittu-
miseen sekd lopulta turhautumiseen, kuten
otteen 4 tapauksessa tai ahdistumiseen kuten
seuraavan otteen kirjoittajalle kavi:
Ote 5

Jakolaskut [eri jarjestelmissd -JL] mekaanisesti
kylld aukenevat, mutta en pddse jotenkin niiden
sisdlle eli ymmadrtamddin mistd on kysymys. Tun-
tuu, kuin avuttomana tarkastelisin niitd, mutta
en oikein pddse kdsiksi syvillisesti ymmdrtden nii-
td. Aivan ahdistaa kun aloitan jakamisen, koska
mekaanisesti muka ymmdrrdn mistd on kyse,
mutta hetken pddstd sekoan jossain vaiheessa. Tdy-
tyy muistaa monta asiaa kerrallaan. (3/18)

Mekaanisten muistisddantdjen diskurssis-
sa yritetddn 16ytaa lukujen saannollisyyksia
koskevia yleistyksia empiirisen maailman
faktoina, kuten otteista 6 ja 7 nihdaan:

Ote 6
Esimerkiksi, jos 3 jaetaan 0:lla niin automaatti-
sesti ajattelin, ettd sehdn on kolme. Eli, jos vaik-
ka kolme karkkia jaetaan 0 lapsen kesken niin
olen ajatellut, ettd se on 3, kun sitd ei jaeta ke-
nellekddn. (2/26)

Induktio toimii diskurssin toisena faktu-
aalistamisstrategiana: opiskelija tekee yleis-
tyksen empiirisen esimerkin avulla. Empiiri-
set yleistykset eivat vilttimaittd johda asian-
mukaiseen lopputulokseen formaalissa ma-
tematiikassa. Induktiivinen pdaittely on kui-
tenkin tavanomaista niin arkielaméssd kuin
koulussakin (ks. my6s Pehkonen 2000, 379).
Sitd vastoin teoreettiset yleistykset ja pohdis-
kelut tarjoaisivat mahdollisuuden tarttua op-
piaineen olemukseen syvillisemmin.

Seuraavassa otteessa nolla on empiirisen
maailman edustaja:

Ote 7
Yleensd ajatellaan, ettei nolla ole mitddn, mutta

siirretddnpd nolla tai vaikkapa useampia jonkin
luvun perddn niin eikohdn mielipide muutu —
varsinkin jos mietitddin sitd raha-asioissa. (2/11)
Nolla on aluksi tyhjan merkking, se tar-
koittaa: ei mitddn. Nollan merkitys kuiten-
kin muuttuu oleellisesti, kun se yhdistetian
rahaan. Nolla viittaa jilleen empiiriseen ym-
paristoon, ja silld on kiyttijilleen praktinen
merkitys. Vaikka nolla ei ole abstrahoitunut
matemaattisen struktuurin teoreettiseksi en-
titeetiksi, se ei estd tavanomaista kommuni-
kointia, koska nollalle annetaan omat tilan-
nekohtaiset merkityksensa. Nollalla on myos
oma sijansa teknisten muistisidnttjen jou-
kossa, kuten edelld olevista otteista nahtiin.

Mekaanisten muistisadntojen diskurssi
suuntaa myos tiedon hankintaa opinnoissa,
kuten seuraavasta katkelmasta nihddin:

Ote 8
Edelleen mieltini vaivaa kysymys miksi tdmd
kurssi kulkee nimelld koulumatematiikka. En ole
mielestini loytdanyt juurikaan luennoilla tai har-
joituksissa vinkkeji siihen, kuinka matematiik-
kaa opetetaan koulussa. Laskut, joita laskemme,
eivdt mielestdani liippaa ldheltikdidn peruskoulun
matematiikan opetusta. (6/4)

Otteessa 8 opiskelija arvioi sitd, onko hian
saanut koulumatematiikan kurssilla didakti-
sia vinkkeja matematiikan opetukseen perus-
koulussa. Matematiikan opiskelu yliopistos-
sa saa diskurssissa praktisen merkityksen.
Opetusmenetelmit ovat jonkinlainen konk-
reettisten vinkkien tai tekniikoiden joukko,
jonka tehtdvana on auttaa opettajia selviyty-
maadn koulussa. Tulevaa opettajaa ei kiinnos-
ta matematiikka oppijarjestelmdnd, eikd hian
koe haasteellisena matematiikan viittimien
ymmadrtamistd. Han ehkd ajattelee, ettd ma-
tematiikan opetuksessa menestytddn nokke-
lilla opetusmenetelmilld, joita yliopiston tu-
lisi tarjota. Savyttavatkd mekaanisten muisti-
saantojen diskurssin mukaiset irralliset
muistisadnnot ja vinkit opettajan pedagogis-
ta tyotd tulevaisuudessakin?
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Heuristisen tunnustelun diskurssi

Heuristista diskurssia esiintyy kerdtyssid ai-
neistossa vihemman kuin mekaanista dis-
kurssia. Mekaaniset muistisidnnot koskevat
ldhinnd arkipdivin ongelmatilanteita, kun
taas heuristisen tunnustelun diskurssissa uu-
det asiat kohdataan élyllisind haasteina, jol-
loin ongelmia ratkaistaan oppiaineiden eh-
doilla. Tiaman nidkokulman intressit ovat teo-
reettisia, ja ne voivat olla vieraita arkijarjelle
(Ahtee 1998, 359). Otteet 9-14 edustavat
heuristista diskurssia, missa asioista pyritdan
saamaan Kisitteellinen ote hypoteesien kek-
simisen ja testaamisen avulla.

Otteessa 9 opiskelija pohdiskelee kanta-
luvun Kkisitettd ja sen merkitystd seuraavasti:

Ote 9
Kun merkit loppuvat, pitid ottaa kirjaimia ti-
lalle. Onkohan niin, ettd kirjaimia tulee lisdd,
kun jdrjestelmd kasvaa kymmenjdrjestelmdn yli?
Jos ajatellaan, ettd jokainen jdrjestelmd alkaen
yksitoistajdrjestelmdstd tuo aina lisdd yhden kir-
jaimen, niin kaksikymmentdjdrjestelmdssd luuli-
si olevan jo kymmenen kirjainta. (4/18)

Otteessa 10 opiskelija pyrkii ensin ym-
martdmaan jarjestelmien vdliset muunnok-
set joukkomallien avulla ja sitten 16ytdimaan
sddnndén muunnosten suorittamiseen:

Ote 10
Luennolla laskettiin taas jdrjestelmdlaskuja, jot-
ka muuten alkavat olla todella mielenkiintoisia,
kun niihin pddsee sisdlle. Luennoilla selvitin it-
selleni nyt viimeistddn, miten muutetaan esim.
3421 viisijdrjestelmdstd kymmenjdrjestelmddn
helpolla tavalla. Endd ei tarvitse alkaa piirtd-
mddn joukkoja. Koska jdrjestelmd on viisi, niin
laskemalla kdytetddn viiden potenssia. Muilla
tunneilla en tajunnut potenssien yhteyksid ollen-
kaan. Luennoilla aloin vain jdrjestelmallisesti
miettid, ettd miten luvuista on saatu tietyt vas-
taukset, ja keksin itse ratkaisun, kun keksin oi-
kean potenssin. Harjoituksissa laskettiin sitten
vield samanlaisia laskuja ja ne toimivat minulle
vahvistavina. (16/13-14)
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Otteissa 9 ja 10 keksitddn hypoteeseja, joi-
ta koetellaan uusilla tehtdvilld, kuten jalkim-
maisessd otteessa tehddidn. Diskurssin sub-
jektipositiota luonnehtii uteliaisuus ja etsi-
minen, jotka antavat diskurssille dynaamisen
luonteen. Itselle esitettyjen kysymysten avul-
la asiasta yritetidan padsta "kirryille”. Ni-
medmme diskurssin subjektiposition ihmet-
telijan ndkokulmaksi. Tamid ndkokulma
suuntaa opiskelijaa osuvien kysymysten etsi-
miseen. Thmettelijan positiota voidaan pitaa
tutkivan opiskelun nikoékulmana,
kuuluu aiheen mukainen teoreettinen vili-
neistd. (Hakkarainen ym. 2000, 189-207; ks.
my0s Hiidenmaa 2000, 171.) Heuristisessa
paittelyssa korostuu induktion ja deduktion
ohella Peircen (1992, 194) abduktio, jolloin
perinteisiin péittelyihin lisitddn hypoteesin
keksiminen.

mihin

Asian ymmartiminen voi valjeta nopean
oivaltamisen jdlkeen (Greene 1977, 18-19)
eikd tapahtumaa osata vialttamattd kuvailla,
kuten otteista 11 ja 12 selviaa:

Ote 11
Ensimmdinen alfametriikan tehtivd oli mieles-
tdni helppo. Jotenkin se vain naksahti nopeasti
kohdilleen. Vaikea oli vasta, kun tdytyi selittdd
toisille miten pdddyin vastaukseen — sepd ei ol-
lut helppoa. (17/7)

Otteessa 11 tehtdvdn ratkaisu 16ytyi ikddn
kuin itsestadan (Greene 1977, 19) lyhyen kyp-
syttelyvaiheen jilkeen. Kypsymisvaiheessa
olevan asian oivaltaminen voi tapahtua mis-
sd ja milloin tahansa. Oivaltamisen tarkem-
pi analyysi on otteen 11 kaltaisessa tapaukses-
sa vaikeaa, koska opiskelijat eivit osaa kuvata
tehtdavan ratkaisuun johtanutta tapahtuma-
sarjaa. Talloin tulkintaan ja analyysiin tarvit-
taisiin monipuolisempaa empiiristd aineis-
toa kuin opiskelupaivikirjat. Toisaalta kuvaa-
misen vaikeus voi johtua siit4, etta opiskelijat
eivdt ole tottuneet opiskelupdivakirjojen kir-
joittamiseen tai ohjeistus ei ole onnistunut
- vai onko tapahtuma sellainen, ettd siti ei
pystytdkdan kuvailemaan.
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Otteessa 12 kuvataan, kuinka kaksijarjes-
telmallad laskemisen periaate valkeni opiske-
lijalle mallipiirrosten avulla.

Ote 12
Laskimme luennolla kaksjdrjestelmdlld ja se oli
aluksi kylld minulle vaikea, mutta sitten loksah-
ti kun piirrettiin ympyroitd eli muodostettiin
ryhmid ja sitten katsottiin jdiko yli ja sitten mer-
kittiin mikd luku oli kyseessd. Ndilld eri jdrjes-
telmilld laskeminen vaatii keskittymistd ainakin
minulta, mutta oli sitten kylld todella mielen-
kiintoista ja sitten se onnistumisen riemu tie-
tenkin palkitsi. Ensin tuntui, ettd eihdn tdssd
ole mitddn logiikkaa mutta kylld sielld oli. (1/4)

Kantaluvun ja paikka-arvon Kkisitteet
muodostivat kirjoittajalle ympariston, jossa
kaksijdrjestelmdn tehtdvit alkoivat ratketa
(Leinonen 2002, 477-478). Heuristisessa dis-
kurssissa ei turvauduta empiiriseen peruste-
luun, konkreettisiin malleihin tai muistisdan-
toihin, vaan tehdddn formaalia matematiik-
kaa. Kekselidaat hypoteesit nakyvit osuvina ky-
symyksing, kuten otteessa 9 kirjoitetaan: Kun
merkit loppuvat pitdd ottaa kirjaimia tilalle. On-
kohan niin, ettd kirjaimia tulee lisdd kun jdrjes-
telmd kasvaa kymmenjdrjestelmdn yli? Asian
oppimisen kannalta olisi tirkedd 10ytdd ne
oppiaineen keskeiset rakenteet ja kriittiset
kohdat, jotka ovat oppimisen edellytyksena.

Ristiriidat ja oppiminen
Tamdn luvun analyysi on esimerkki siitd,
kuinka opiskelu etenee diskurssien ristirii-
dan kautta. Ristiriita toimii tdssa heuristisena
faktuaalistamisstrategiana. Siind arvioidaan
esilld olevien vaihtoehtojen paremmuutta ja
valitaan toinen.

Ote 13
Esimerkiksi, jos 3 jaetaan 0:lla niin automaatti-
sesti ajattelin, ettd sehdn on kolme. Eli, jos vaik-
ka kolme karkkia jaetaan 0 lapsen kesken niin
olen ajatellut, ettd se on 3, kun sitd ei jaeta ke-
nellekddn. (2/26)

Otteessa 13 pohditaan jakolaskua kah-
dessa eri positiossa. Ensimmadinen virke viit-
taa laskutoimitukseen, joka on laskusdannén

nakokulma: jos 3 jaetaan 0:lla niin automaatti-
sesti ajattelin, ettd sehdn on kolme. Sddantoa pe-
rustellaan konkreettisen tekemisen ndkokul-
masta otteen jalkimmadisessd virkkeessa: jos
vaikka kolme karkkia jaetaan O lapsen kesken niin
olen ajatellut, ettd se on 3, kun sitdi ei jaeta kenel-
lekdidn. Tassa nolla ei edusta lukua, vaan viittaa
osittamistekoon, jota ei suoriteta. Jaettavaa to-
sin olisi, mutta referenttini olevat lapset puut-
tuvat ja karkit jaavit jakajan haltuun.

Hiukan mydhemmin samassa paivakir-
jassa, ote 14, nollalla jakamista testataan ker-
tolaskulla ja huomataan, ettd aiemmin muis-
tiin painettu sddntd on virheellinen. Asia var-
mistetaan vield ristiriidan avulla. Paivakirjan
kirjoittaja nayttdd paittelevin, ettei kolme ja-
ettuna nollalla ja yhdelld voi antaa samaa tu-
losta. Kirjoittaja ei kuitenkaan perustele tar-
kemmin ajatteluaan, etti kolme jaettuna yhdel-
ldhdn on kolme. Péiviakirjasta ei kdy ilmi esimer-
kiksi, pitidko kirjoittaja titd annettuna saanto-
nd, onko hin varmentanut tuloksen kertolas-
kulla vai kayttadko hin sisiltdjaon perustetta:
yksi sisdltyy kolmeen kolmesti.

Ote 14
Ymmdrsin ja hyvdksyin sddnnon kokonaan vas-
ta sitten, kun sain todistettua asian itselleni las-
kun kautta. Testasin asiaa tarkemmin miettimi-
en lukujen kautta. Jos ajattelen, ettd 3 jaettuna
0:lla on kolme, niin laskusddintdjen mukaanhan
silloin tdytyisi nolla kertaa kolme olla kolme ja
sitdhdn se missddn nimessd ei ole. Nyt ymmdr-
sin miksei nimittdjd saa olla nolla. Ja jos tar-
kemmin ajattelee niin kolme jaettuna yhdelld-
hin on kolme!!!! (2/26)

Jakamisella on siis kaksi erilaista tulkin-
taa: formaali ja informaali. Pyrkimykseni
nayttaa olevan, ettd ensin sidnto perustellaan
empiiriselld analogialla. Till4 tavoin ei yksi-
selitteistd laskusddntod nollalla jakamiseen
kuitenkaan loydetty - ei ihmekddn, koska
matematiikassa nollalla jakamista ei ole
madritelty. Nollalla jakamisen ristiriita rat-
kesi teoreettisin keinoin ja otteen 14 mukaan
asia tuli ymmarretyksi. Ristiriidalla on aina
ollut merkittdva asema tiedon muodostukses-
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sa. Kerrotaan, ettid fysiikan nobelisti Niels
Bohr oli kerran mutissut tydtoveriensa kuul-
len jotenkin seuraavasti: Loistavaa, olemme
tormdnneet paradoksiin. Nyt voimme todella
toivoa edistyvimme (de Guzman 1990, 55).

Matematiikan opiskelu ja kdsitteenmuo-
dostus tapahtuvat sekd mekaanisten ettd
heurististen diskurssien puitteissa. Konkreet-
tiset havaintomallit ja sddntojen opettelu
kuuluvat matematiikan opiskeluun, mutta
niilld on my6s omat rajoituksensa. Kasitteen-
muodostus ei tapahdu pelkistian empiirisis-
td havainnoista tehtyjen epidoleellisten teki-
joiden eliminaationa, vaan kédsitteenmuo-
dostukseen kuuluu tdydentava produktiivinen
momentti (Nevanlinna 1963, 19-20). Esimer-
kiksi lukusuoran muodostuksessa ovat 1ahto-
kohtana luonnolliset luvut 0,1,2,3, ... Luku-
suorasta tulee aukoton jatkumo, kun siihen
lisitddn negatiiviset kokonaisluvut ja sita tay-
dennetddn murtoluvuilla ja lopuksi irratio-
naaliluvuilla kuten luvulla pii (3,141...) ja sen
monikerroilla. Kasitteenmuodostuksen luo-
va tdydentdva vaihe on haastava ongelma ma-
tematiikan opetukselle varsinkin, jos halu-
taan opettaa formaalia matematiikkaa ja sen
edellyttimaa ajattelua. Opetuksessa kiytetyt
havainnollisuutta korostavat mallit voivat
muodostua jopa haitaksi matemaattisten
struktuurien luomisessa, analyyseissd ja teh-
tdvien ratkaisemisessa, ellei esimerkiksi ka-
sitteenmuodostuksen tiydentiva konstruktio
ole abstrahointivaiheessa onnistunut. On
huomattava, ettd vaikka kasitteenmuodostus
olisikin ldhtokohdiltaan empiirinen, ei ma-
tematiikka silti ole luonteeltaan empiirinen
tiede.

Metaymmartaminen

Oman ajattelun jdljitys ja arviointi ovat me-
tatason ajattelua. Metaymmartamisessd on-
gelmien mahdolliset ratkaisut nayttiytyvit jo
jasentyneing, ja ratkaisujen paremmuutta voi-
daan arvioida valituilla kriteereilld, kuten kat-
kelmassa 14 on tehty. Opiskelija toteaa ottees-
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sa 15 pohtineensa omaa ajatteluaan ja kertoo
saaneensa oppimalleen vahvistusta esittdes-
sddn ajatuksiaan toisille. Opiskelijalle ei nayta
riittdvan yksi oikea ratkaisu asiaan, vaan hin
on kiinnostunut uusista ndkemyksistd, erilai-
sia ajattelutavoista ja virheratkaisuista.

Ote 15
Mielestdni olen saanut apua juuri siitd, ettd poh-
din miten olen ajatellut, olenpa sitten ajatellut
vddrin tai oikein, ja toiselle oman ajattelutavan
esittdminen vahvistaa sitd oppimista ja tuo esille
ne virhekohdat. Samalla tulee uusia nikemyk-
sid asioihin ja erilaisia ajattelutapoja, joilla pdds-
tddn samaan ratkaisuun. (1/12)

Yllad olevan otteen kirjoittaja nayttidi ajat-
televan, ettd matematiikan opiskeluun kuluu
erilaisten ajattelutapojen etsiminen ja koet-
telu. Vaikuttaa siltd, etta kirjoittaja olisi tietoi-
nen paradigmaan liittymisen ehdoista, joi-
hin kuuluvat Kisitteellisten yleistysten ja tie-
don menetelmdn omaksuminen. Erilaisten
ajattelutapojen ja nikokulmien tunnistami-
nen on pedagogisesti merkittdva seikka, kos-
ka silloin oppija voi ohjata itseddn tai toista
opiskelijaa eri ajattelutapojen ja nakokulmi-
en kirjossa. Jos keskustelussa on vilpiton il-
mapiiri, molemminpuolinen tavoitteellisuus
ja yhteinen tehtdvain sitoutuminen, on ky-
symyksessd pedagoginen dialogi (Kansanen
2004, 79). Kansasen mukaan dialogia voidaan
pitdd koulukasvatuksen ihanteena. Otteesta 15
l6ytyy aineksia my0s metatason dialogiin.

Jos koulutuksessa halutaan lisitd syvem-
pdd oppimista eri oppiaineissa, olisivat
heuristiikkoja suosivat opetusmenetelmit,
kuten dialogit, varteenotettavia vaihtoehtoja.
Opetuskeskustelut, lukupiirit, viittelyt, pa-
neelit ja aivoriihet tarjoavat vaihtelevia ym-
paristoja erilaisille dialogeille. Dialogien
kiyttiminen opetuksessa ei edistd ainoastaan
heuristista oppimista, kriittistd ajattelua tai
nikokulmien avartumista, vaan tarjoaa mo-
nipuolista empiiristd aineistoa oppimisen ja
opiskelun tutkimiseen.

Opiskelupiivikirjan kirjoittaminen edel-
lyttdd parhaimmillaan pohdiskelevaa kriit-
tistd paneutumista opiskeltavaan aiheeseen,

134 | Leinonen: Matematiikan ymmartamisesta — Kasitteistd kaytantoon



Kasvatus 1/2005 4‘|

Artikkeleita

kuten otteista 9-14 nihdiin. Kirjoittaja on
ikddn kuin vastuussa sanoistaan ja asettaa it-
sensd alttiiksi kritiikille, olipa sitten lukijana
han itse tai joku toinen. Jalkeenpdin kirjoittaja
voi seurata ja arvioida omaa ajatteluaan, oival-
luksiaan ja virheratkaisujaan. Hakkaraisen ym.
(2000, 188) mukaan pdivakirjan parhain anti
on oppimisen tukemisessa, ajatusten jasenta-
misessd ja itsearvioinnin kehittimisessa.

Yhteenveto

Opiskelutapojen ja -tottumusten arvioinnil-
la on monia tehtdvig, kuten informaation tar-
joaminen erilaisista taidoista ja opintome-
nestyksestd. Moninaisissa vuorovaikutusti-
lanteissa opettajan tarkat analyysit tarjoavat
mahdollisuuden opiskelun tehokkaaseen ti-
lannekohtaiseen ohjaukseen. Téssd artikke-
lissa on alustavasti kehitelty ymmartamisen
ja opiskelun diskurssianalyyttistd arviointia.

Otimme naytteeksi opiskelupaivikirjois-
ta kaksi erilaista merkitysjarjestelmaa eli dis-
kurssia. Toinen diskursseista pohjautuu
aiemmin opittujen muistisdantojen mekaa-
niseen kdyttoon tai muistisddntdjen muodos-
tamiseen. Toisessa on luovaa ajattelua, joka
on tunnusomaista tutkivalle oppimiselle
(Pehkonen 2003, 37). Olemme nimenneet
edellisen mekaanisten muistisidntdjen dis-
kurssiksi ja jalkimmaisen heuristisen tun-
nustelun diskurssiksi.

Mekaaninen diskurssi toimii induktiivi-
sen logiikan varassa, joka nojaa empiirisen
todellisuuden esimerkkeihin eikid johda ja-
sentyneisiin tietojarjestelmiin. Heuristisen
diskurssin ihmettelijat ovat puolestaan sisél-
tdorientoituneita, ja he pyrkivdt luovan tun-
nustelun avulla loytimddn oikean ajattelutavan
(1/20). Talloin asioita pyritdidn ymmarta-
maan eikd vain tehdd niin kuin muutkin tekee,
ymmdrtimdttd miksi (1/9). Esimerkiksi perus-
telut ristiriidan kautta kuuluvat tihan dis-
kurssiin. Matematiikka ei ole muistisddanto-
jen joukko, eikd nollalla jakamisen sdantoa
voida johtaa empiirisestd todellisuudesta, ku-
ten otteessa 14 opiskelijakin huomaa. Toi-

saalta niin matematiikan opiskelu kuin kiy-
tinnon elamaikin edellyttivat muistisianto-
jen kayttod riippumatta siitd, hallitaanko
sddntdjen matemaattinen perustelu vai ei.
Osaammehan kayttdd jakokulmaa oikein,
vaikka emme pystyisikidn perustelemaan
laskutoimituksen kaikkia vaiheita matemaa-
tikkoja tyydyttavalla tavalla.

Diskurssianalyysi tuskin tarjoaa lisdarvoa
sellaisten opetuksen perustekijoiden (Kan-
sanen 2004) kuten tavoitteiden ja sisdltdjen
tarkasteluun. Parhaimmillaan diskurssiana-
lyysi on opetustapahtuman keskeisimman
tekijan, vuorovaikutuksen, analyysissd, jossa
tulkintojen avulla konstruoidaan ja kuvail-
laan opiskelustrategioita ja -tapoja. Diskurs-
sianalyysin tulkinnat eivit vaadi suurta em-
piiristd aineistoa, silld jo lyhyt puheen tai kir-
joituksen katkelma saattaa paljastaa mielen-
kiintoisia yksityiskohtia vuorovaikutustapah-
tumasta. Tdstd ovat esimerkkind paivikirjan
2 kirjoittajan muutaman lauseen katkelmat,
joista ndhddin, kuinka empiirismatemaatti-
nen ongelma ratkaistaan ristiriidan avulla ja
pdddytdan teoreettisen yleistykseen. Loydet-
tyjen diskurssien ei tarvitse valttaimatta muo-
dostaa koherenttia kuvausta tai merkitysjar-
jestelmda tutkittavasta tapahtumasta, vaan
diskurssit voivat olla eri tavoin jasentyneita
tai jopa ristiriidassa keskenddn. Diskurssi-
analyysi voisi sopia my6s niihin selvityksiin,
joissa tutkitaan episteemisten ja ontologisten
sitoumusten merkitystd oppimistapahtumas-
sa. Sitoumusten merkitys tuskin on vdhai-
nen, mutta sitoumusten syville vesille ei usein-
kaan haluta ldhted kuten von Wright (1996,
354) asian ilmaisee.

Tata artikkelia hallitseva formaalin mate-
matiikan ndkokulma on yksi ndkokulma
matematiikan opiskeluun. Koulumaailmas-
sa opettajalla on oltava monta nidkékulmaa
opetettavassa aineessa. Esimerkiksi ammatil-
lisessa koulutuksessa on otettava huomioon,
ettd monissa kdytinnon ammateissa riittaa
pelkkd peruslaskutoimitusten hallinta. Joilla-
kin ammattialoilla tarvitaan tilastomatematii-
kan hallintaa ja toisilla vaikkapa differentiaali-
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ja integraalilaskentaa. Erikoisaloilla matema-
tilkan vaativuustaso voi vaihdella paljonkin.
Eri alojen ammattilaisia kouluttaessaan taval-
linen opettajakin voi diskurssianalyysin avulla
arvioida opiskelua ja oppimisen etenemistd
sekd tehostaa tydnsd suunnittelua. Diskurssi-
analyysi soveltuu siis tutkijan ja opettajan kayt-
t60n; ehka suurin hyoty siitd koituisi omaa tyo-
tdnsa tutkivalle opettajalle.
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UNDERSTANDING AND MATHEMATICAL PROBLEM SOLVING

Leinonen, Jorma

University of Lapland

The focus of this paper is to study the state and process of understanding and its rela-
tionship with mathematical problem solving in the learning process. Understanding
has, in this context, four modes: conceptual knowledge, grasping meaning, comprehen-
sion and accommodation. The function of those modes is to give the background and
conceptual instruments for thinking, to interpret the information, to synthesize the
knowledge, to integrate the message into permanent memory, and to reorganize the
cognitive structure. Understanding plays an essential role in problem solving, providing
resources for reasoning. On the other hand, the process of problem solving produces
new strategic and factual information, thereby increasing the learner’s conceptual un-
derstanding.

ZDM Classification: C 30

1. Introduction

Understanding has methodological, psychological, epistemological and linguistic
aspects in science (von Wright 1971). The educational view of understanding has
its own perspective on understanding in the learning process: epistemological,
cognitive, conative and affective aspects (Koskinen 2009). Only the first two fall
within the scope of this paper. For decades, the development of mathematical
understanding has posed vexing problems for mathematics educators and re-
searchers (Kilpatrick 2009). In particular, the construct of understanding has a
complicated history in both teaching and research. Because the term “understand-
ing” is ambiguous, one task is to get a clearer picture of its meanings. Another
question is how the concept of understanding can be connected to other relative
concepts of learning, especially to thinking and problem solving. A third question
is how to develop and promote mathematical understanding in teaching.

There is broad agreement that understanding and problem solving are the central
objects in the mathematical curriculum because of the benefits they provide the
learner. For example, they have been part of the curriculum for Finnish compul-
sory education since 1970 (NBE 1970). This article is a theoretical study intro-
ducing a “learning with understanding” approach and showing that understanding
is a necessary element in problem solving.

2. The meaning of understanding
The term “understanding” is an old English word which literally means “standing

under”; it is a static foundation for human intellectual life. According to Marton
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et al. (1993) understanding signifies “having a view of things” or “a way of see-
ing something” or “gaining meaning”. The word “understanding” also connotes a
transition from one state of knowledge to another. “Understanding” is almost
synonymous with the old, Latin- and French-derived word “comprehension”. The
verb “comprehend” is “comprehendere” in Latin and it means “to grasp together”
(Paersall 2003, 293). The verb “comprehend” implies a mental process, and the
verb “understand” is the result of this process. “Comprehension” also has the
connotation of “compression”, referring to an ability to compress data or synthe-
size the information (Marzano 2001, 34). From a linguistic point of view, “com-
prehension” is synonymous with “intension”.

Understanding can be a disposition or an activated mental state. To understand
something means that the subject is supposed to have a conception of the nature
of the thing or intentional activity that attends to the object. Understanding is
possible if an individual possesses mental implements such as concepts, schemes
or strategies. The above-mentioned implements are meanings because they refer
to objects and give meaning to an object for the learner. Learning with under-
standing operates by using and producing meanings and is therefore called
“meaningful learning”. First-order meanings (concepts, schemes and strategies)
are the intentional objects in the second-order learning process. The transition
from the first level to the second is a challenge because the learner does not have
a view of the objects and the implements to give meanings to them. According to
Ausubel & Robinson (1967), the transition corresponds to discovery learning
because a learner has to create new instruments for thinking: meanings and
views.

Pirie & Kieren’s (1994) hierarchical model describes how an individual’s under-
standing develops from one level of understanding. Each level is a process where
the learner’s understanding is implicit at first, later becoming more conscious and
explicit. The knowledge of a topic develops from scattered parts into a coherent
structure. When a learner has internalized a matter at one level of understanding,
he or she is ready to proceed to the next level. The progress from one level to
another is not necessarily linear: an individual may regress in his or her under-
standing. In Sfard’s (1994) terms, the way of thinking changes “from an opera-
tional to a structural embodied schema” within each level, and knowledge chang-
es from processes to objects.

3. Modes of understanding and problem solving

At least since Locke (1693), understanding has been considered to be the power
of thinking and a result of thinking. Understanding is an important goal in educa-
tion because of its positive consequences. It generates information, promotes re-
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membering, reduces the amount of information that must be remembered, en-
hances transfer and influences beliefs (Hiebert & Carpenter 1992, 74-77).

In this article we take a theoretical view of the changing states of understanding
and how to reach those states through productive processes. The processes and
states are called “modes of understanding” (Fig. 1).

Figure 1: Modes of understanding in the learning process.

There are four modes of understanding: conceptual knowledge (understanding),
interpreting (understanding»), comprehension (understandings), and accommoda-
tion (understandings).

Understanding;

Understanding; represents the traditional conception of understanding where it is
seen as potential ability in a dualistic way. An individual’s mind is in one of two
states: the individual either understands; something or does not understand;. The
function of understanding; is information storage, to provide an implementation
for mental processes, a framework for mental acts.

Understanding; refers to the cognitive structure with notes and links. Hiebert and
Carpenter (1992) state that the degree of understanding; can be defined as a
number and the strength of connections in existing networks. Furthermore they
(1992, 67) claim: “A mathematical idea or procedure or fact is understood if it is
part of an internal network. More specially, the mathematics is understood if its
mental representation is part of a network of representations”. According to
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Skemp (1976), understanding; refers to the ability to answer the question “Why”
along with the skills to analyze assertions.

Nowadays there is an emphasis on structuring processes in understanding;. The
traditional learning process is to increase the learner’s information so that he or
she has broader knowledge of topics; incoherent knowledge becomes a con-
densed structure, thereby increasing the quality of understanding;. Furthermore,
understanding; can be seen as a never-ending stairway where a subject can go
higher and higher with increasing generality of knowledge (Pirie & Kieren 1994;
Stard 1991). Thus we cannot speak about complete understanding; of a matter; it
is always a degree of understanding;. On the other hand, we can change perspec-
tives and, depending on the view chosen, understand; the same thing in different
ways (Gray & Tall 1993; Gray & Tall 2001). An extreme change of understand-
ingi leads to a change in the paradigm (Kuhn 1963). For example, the subjective
view of mathematics has undergone a radical revolution when the learner’s evi-
dence for his or her statements changes from empirical experience to deductive
rules. In summary, the state of understanding; gives a way of seeing something,
and the process of understanding; is an endless process of structuring.

Understanding:

The function of understanding: is to interpret learning material in the framework
originated from understanding;. “People continually try to understand and think
about the new in terms of what they already know” (Glaser 1984, 100). The in-
terpretation is also called “grasping the meaning”, and attention is focused on the
meaning. Meaning is not an isolated entity but must be seen in a certain, relevant
context. There are several ways to use the concept of meaning (Aaltola 1989); in
this article the following ones are in use:

1. The ideational meaning of a symbol refers to mental entities like con-
cepts, propositions, schemes, models, etc. Concepts are the subjective
consciousnesses of attributes.

2. Referential meaning describes relations between symbols and objects.

3. Holistic meaning refers to the position of an entity in the structure of
relevant entities. For example, the meaning of a concept is its position
in the relevant theory.

In the linguistic view of Fodor (1998, 4), the theory of meaning must answer the
question ‘What does it mean to understand a language?’ To understand> a sen-
tence means that an individual gets the conception of the content of the sentence.
The sentence is not only a vehicle transporting the content that is included “in
form”, but a person must interpret “the form” to get the message. According to
the picture theory of language (Wittgenstein 1922), the following conditions are
necessary in order to grasp the meaning of a sentence:
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1. The symbols must refer to objects.
2. The structure of symbols is the content of the sentence.

3. The combination of the above-mentioned facts is the meaning-content
of the sentence.

4. The sentence is true if it has the relevant reference to objects and the
relationship between the structures of sentence and objects is isomor-
phic.

5. The projection process from the sentence to the combination of objects
is a mental act. The result at the mental level is an internal representa-
tion of things.

If the learner has grasped the meaning of the learning material, the next step is to
store it in permanent memory. According to Ausubel & Robinson (1968), a
learner grasps the meaning of material between the extremes of receptive and
discovery learning.

Understandings

The function of understandings or comprehension is to transfer the acquired
meaning-content to permanent memory in relevant fashion. For instance,
Wachsmuth (1985, 45) describes understandingz as follows: “to understand
something means that an individual can organize the matter in his or her own
system of categories”. A condition for learning with understandings is that there
is meaningful material that is relevant reliable to the learner’s cognitive structure.
The learner must possess ideas that are relevant to the learning material and must
have the intent to incorporate the new information into his or her cognitive struc-
ture (Ausubel & Robinson 1968).

According to Marzano (2001, 34-35), three processes are involved in compre-
hension:

1. The synthesis compresses information to its key elements, making a
distinction between essential and extraneous information. The process
generalizes the concepts and propositions and designs the structure of
the information so it is relevant to the learner’s prior knowledge struc-
ture.

2. The transformation or representation process creates a symbolic analo-
gy for the knowledge. The modes of inner representation are symbolic
and imaginary (Paivio 1971).

3. The assimilation process incorporates the new information into the
prior knowledge structure of the individual.
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Comprehension does not create new information, but is responsible for translat-
ing knowledge into an appropriate form for storage in permanent memory and
integration into the prior knowledge system.

Understanding

Unlike comprehension, which integrates information, the process of understand-
ing4 reorganizes the cognitive structure itself. This mode of understanding can
produce new insights and be used in new situations. Piaget calls this change “ac-
commodation” (Linn & Barbules 1993) and says it includes the “reasoning” ex-
tension that is located in the discovery region (Fig. 1). The new information, for
example from problem solving, can be integrated into the cognitive structure via
the comprehension or accommodation processes.

The accommodation is radical when the learner’s view of mathematics or even
his or her worldview changes (cf. Merenluoto 2005). One’s view of mathematics
consists of a group of features that have fundamental influences on accommoda-
tion: beliefs, attitudes, affects, etc. For instance relevant beliefs could promote
learning, but irrelevant beliefs cause difficulties to learn mathematics (Pehkonen
& Torner 1996). Affects are important factors in mathematical thinking and
learning (Hannula 2004), but they do not fall within the scope of this paper.

Understanding and problem solving

If the interpretation is incomplete and the learner does not grasp the meaning of
the learning material easily, he or she must begin to reason about the task more
thoroughly. Learning through reasoning is creative in nature and is called “dis-
covery learning” (Fig. 1). The mental acts involved in reasoning are interpreting,
inferring, searching, reflecting, conjecturing, proving, explaining, justifying,
convincing, structuring, generalizing, predicting, specializing, abstracting, etc.
(Harel 2009). These acts are performed in every domain of life, not only in sci-
ence and mathematics. The repertoire and extension of the acts are different in
different disciplines. The relevant acts must be selected for use in, for example,
problem solving or proving in mathematics. Typical acts in mathematical prob-
lem solving are conjecturing, convincing, generalizing and specializing (e.g.,
Pehkonen 2000).

Harel (2009) sees mathematics as consisting of two complementary subsets:

1. The first subset is a collection of structures consisting of particular ax-
ioms, definitions, theorems, proofs, problems, and solutions. This sub-
set consists of all the institutionalized ways of understanding mathe-
matics throughout history.

2. The second subset consists of all the ways of thinking that are charac-
teristic of the mental acts whose products comprise the first subset.
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The fundamental idea in this definition is the complementary nature of thinking
and understanding. According to Harel (2009), “Students must practice reasoning
in order to internalize, organize, and retain ways of understanding and ways of
thinking.” Studies have shown that repeated reasoning increases skills and under-
standing in mathematics (e.g., Leinonen & Pehkonen 2009). Another study in the
mathematics classroom shows that practice with open-ended problems is an ef-
fective way of learning mathematical thinking and understanding (Pehkonen
1997). We can see problem solving as a tool to teach various mathematical sub-
jects (Schroeder & Lester 1989), and understanding provides resources for prob-
lem solving (Schoenfeld 1985, 46-67)

4. Discussion

In this article we have introduced a view of the “learning with understanding”
approach, which is almost synonymous with “meaningful learning”. Understand-
ing and meaning are, in fact, like Siamese twins. According to Fodor (1998, 4),
the theory of meaning must answer the question “What does it mean to under-
stand a language?” There have long been disagreements concerning what should
be focused on first in teaching mathematics: computation skills or understanding.
The same problem has been discussed using the terms “procedural knowledge”
and “conceptual knowledge” (e.g., Haapasalo 2003). These discourses have not
provided a crucial solution for promoting mathematical learning.

Kilpatrick (2001) proposes that mathematical proficiency develops optimally by
keeping the different “strands” of learning and teaching in balance. According to
Harel (2009), understanding and thinking are complementary entities in the
learning process. Furthermore, Harel considers problem solving as a tool to use
in constructing mathematical objects. Open-ended problems, as an effective
teaching method, are a serious alternative for promoting mathematical thinking
and understanding in classroom teaching (e.g., Pehkonen 1997).

Understanding is an essential factor in solving problems. In learning, understand-
ing and thinking processes are a necessary pair in problem solving. Four epistem-
ic modes of understanding are introduced in this article. The nature and function
of the above-mentioned modes vary at different stages of problem solving. For
example, in order to solve a problem one must first grasp the meaning of the
problem within its setting or broader context (the problem setting). On the other
hand, the process of problem solving produces new strategic and factual infor-
mation, thereby increasing the learner’s propositional knowledge. The product of
problem solving is understood in the comprehension or accommodation process
if the product is meaningfully integrated into the learner’s cognitive structure.
The combination of understanding and problem solving presents a big challenge
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in the study of teaching and learning. Therefore, extensive co-operation between
teachers and researchers is needed at the theoretical and practical levels.
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TEACHER STUDENTS’ IMPROVEMENTS IN CALCULATION
SKILLS AND UNDERSTANDING IN THE CASE OF DIVISION

Jorma Leinonen & Erkki Pehkonen
University of Lapland, University of Helsinki

Abstract: In many studies in Finland, it has become out that elementary teacher
students have severe lacks in mastering of division and understanding its functional
principle. In this paper, it will be presented a teaching method where students via
independent pondering could get an insight on the principles of division, and thus
their calculation skills will be developed. To teacher students at the University of
Lapland were offered two possibilities to accomplish the basic course in
mathematics: an examination or writing accounts. Results dealt with here are from
four years experimenting (N = 220). According to the tests in the beginning and at
the end of the course, the traditional teaching method with examination seemed to be
ineffective, whereas the pondering method with account writing produced clearly
better results.

One of the primary goals of the Finnish comprehensive school curriculum in
mathematics is to make pupils understand and master basic calculations (NBE 2004).
Division is the most complex operation children have to learn in elementary school
mathematics, as it requires good skills in other basic operations. But research has
shown that Finnish students have problems understanding division in upper
secondary school (e.g. Hellinen & Pehkonen 2008), and even in university-level of
elementary teacher education programs (e.g. Kaasila & al. 2010).

For elementary teacher education it is a challenge, since prospective teachers should
have the skills and knowledge expected in the curriculum (NBE 2004), in order to be
successful in their teaching. A minimum requirement is fluent calculation skills, but
teachers should be ready to explain in teaching situations the principles of calculation
operations, if needed. This demand expects the mastering of algoritms on the level of
understanding (Leinonen & Pehkonen 2009). Here we present a teaching method that
activates students’ own thinking, and thus helps them to develop reasoned knowledge
on division algoritm, in order to understand it properly.

THEORETICAL FRAMEWORK

One goal for mathematics teaching in the comprehensive school is to develop pupils’
mathematical thinking (NBE 2004). Other central goals in the curriculum are good
calculation skills, adapting mathematical concepts and understanding.

Understanding

Mathematical understanding can be characterized as a continuous process that is
connected with a certain person, a mathematical content domain and a special
environment (Hiebert & Carpenter 1992). Mathematical understanding answers the
question “Why?” and entails, among other factors, the skills required to analyze
mathematical statements. Within the last twenty years, researchers have developed

2011. In Ubuz, B. (Ed.). Proceedings of the 35" Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, 3-129
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theories of mathematical understanding as a dynamic process, how an individual’s
mathematical understanding develops (e.g. Pirie & Kieren 1994). In the Pirie &
Kieren model, understanding is seen as a process where an individual can progress
from one level of understanding to the next. The progress from one level to another is
not necessarily linear: an individual may regress in his/her understanding.

If we go deeper into the concept of understanding, it seems to be more complicated.
For example, Leinonen (2011) introduces the four modes of understanding:
conceptual knowledge, grasping meaning, comprehension and accommodation. The
function of those modes is to give the background and conceptual instruments for
thinking, to interpret the information, to synthesize the knowledge, to integrate the
message into permanent memory, and to reorganize the cognitive structure. These
ideas he has discussed in detail in the publication (Leinonen 2011).

The definition of understanding is difficult also therefore, since its meaning depends
on the view point selected. Understanding has linguistic, epistemological, cognitive
and social dimension that are totally involved in learning. In the paper at hand
understanding is seen as a cognitive process that results structured knowledge (cf.
Hiebert & Carpenter 1992; Kilpatrick 2009).

Polarisation of knowledge

In learning theories, mathematics is often described as polarized knowledge:
procedural and conceptual knowledge (e.g. Hiebert & Lefevre 1986) or operational
and structural knowledge (e.g. Grey & Tall 1993, Sfard 1994). It has been seen that
such a rough two-division leaves a gap between different kinds of knowledge, and it
could form a pedagogical problem. In the literature, it is often shown like Sfard
(1994) and Skemp (1976) that procedural knowledge lacks a personal grip and
reasoning that belong to conceptual knowledge: it is “rules without reasons”.
Procedural knowledge offers readiness to routine performance, and thus mathematics
can be seen by an individual only as manipulation of number symbols.

On the pedagogical viewpoint studying mathematics can be seen instead of dualistic
viewpoint as a complementary event where procedural and conceptual knowledge
develop together accomplishing each other (Hiebert & Lefevre 1986). One possibility
to reduce this gap is individual pondering that is typical for mathematics (cf.
”adaptive reasoning” by Kilpatrick 2009) as a contrary to remembering memory rules
("’rules without reasons”).

Division

Division is an important but complex arithmetical operation in the mathematical
education of future elementary teachers. The long division algorithm begins from the
left, unlike other basic operations, and it requires estimation skills at every step.
Furthermore, division by a decimal number requires an ability to expand the fraction

given by the division task, and to determine the place of the decimal point. Earlier
studies have shown that students in education consistently display weakness in
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division (e.g. Simon 1993, Campbell 1996, Merenluoto & Pehkonen 2002, Leinonen
& Pehkonen, 2009; Pehkonen & Kaasila, 2009, Kaasila & al. 2010).

Division is an essential arithmetical operation to consider in teacher education
because many prior studies show that a part of elementary teacher students have lacks
of understanding division (e.g. Tirosh & Graeber 1990, Simon 1993). One reason for
the shortage of understanding seems to be primitive models of division (e.g. Simon
1993). For example, students use only the strategy of partitive division in their
calculation. Other important components for insufficient understanding of division
are 1) weak understanding of remainder, 2) insufficient understanding of the
connections between mathematical operations, 3) difficulties in explicating and
giving reasons for strategies used in reasoning and 4) staying on the integer level
(Kaasila & al. 2010).

Focus of the paper

The purpose of this paper is to inquire whether activating teaching methods produce
better skills in division than traditional teaching. Students were encouraged to reflect
on the principles of the long division algorithm and to write about this process of
reasoning in their accounts to the instructor during their mathematics course.

IMPLEMENTATION OF THE STUDY

In the LOMA project (Elementary teachers’ mathematics), financed by the Academy
of Finland (project number #8201695), data was gathered with a test measuring
students’ calculation skills and understanding (cf. Kaasila & al. 2008). The same test
was used in this study.

Participants

The participants in the study were 268 students of elementary education at the
University of Lapland (Rovaniemi, Finland) from four different courses in 2007—
2010. Approximately one third of them had studied advanced mathematics in upper
secondary school, whereas two thirds had taken the general mathematics course.

Indicators

The test used in the LOMA project was also administered here to gather data from a
group of 268 elementary teacher students at the University of Lapland in 2007-2010.
Additional empirical data offered also accounts written by a smaller group of students
that wanted to accomplish the course without an examination.

The students were tested in division both in the beginning and at the end of the
course. The students were given 45 minutes for each test, and they were not informed
about the tests beforehand. Three division tasks were selected for a closer study. The
purpose of the testing was to analyze how much the students’ division skills had
improved during the course. The students were not allowed to use calculators during
the test, and all calculations had to be written down.
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Data analysis

Altogether 220 students participated in both tests (the start and end tests). Here we
focus only on the papers of these students. The tasks in the test were scored on the
scale 0, 1, 2 in such a way that 0 point was given for a totally wrong answer, and 2
points for a totally correct answer. One point was given for a partly correct answer.

For the points of the tasks, mean values were calculated. Students’ development in

The start test: The end test:

Task 1. Calculate with a long division | Task 1. Calculate with a long division
3159 :13. 27408 : 12.

Task 2. Reduce as long as possible | Task 2. Reduce as long as possible
96/504. 144/1584.

Task 3. Calculate with a long division | Task 3. Calculate with a long division
1.488 : 0.24. 2.618 : 0.14.

calculation was evaluated with the changes in the mean values for each task. Here we
concentrate on students’ performance in following three tasks, and consider them
more closely.

The papers were checked by the course teacher, and in addition by another
mathematics teacher, too. The accounts were interpreted by two researchers and a
mathematics teacher. After discussions they came to an agreement. The differences in
calculation tasks between different groups were tested with the U-test.

The influential factor

The students participated in a basic, six-week course of mathematics at the University
of Lapland from four different years in 2007-2010. Each week they had a 90-minute
lecture and a follow-up 90-minute exercise in small groups. Both multiplication and
division with rational numbers were topics in the lecture and exercise of one week.
These operations were taught in the case of integers and decimal numbers. The
lecturer used the models of both quotitive and partitive division. He gave the students
several examples to demonstrate the principles of the long division algorithm.

In accomplishing the basic course in mathematics of the elementary teacher program
at the University of Lapland, it was offered in each course in 2007-2010 two
alternatives: the examination after the course or writing accounts (of a couple of
pages) during the course on the topics dealt with. All students were expected to
participate actively in the lectures and small groups. The topics of the course were
i.a., as follows: basic calculations, percentages, number systems. Two double-hour
units were used for division, one for a lecture and the other one for a small group.

The students received from their accounts regularly a written feedback and more
instructions for accounts. Messages between the teacher and the students were sent
by e-mail. Additionally, there were a couple of personal discussions. All students had
in daily use a personal computer that the university has offered them.
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In the beginning of the course, some ideas were given for encouraging the students to
independent thinking and writing accounts:

The most important is wondering. Nothing is automatically clear. There are no
wrong why-questions, only answers could be wrong. Try to remember what
was difficult in mathematics or what kind of problems you struggled with
during your school mathematics. Ponder the reasons for using calculation
rules used, and write your pondering into the account.

For division there were some more accurate hints:

Think by yourself, and then answer the following questions: Why is it
important to estimate the result of the division before beginning to divide? Why
should division begin always from the left hand side? Ponder the meaning of
separate phases in division. How will you begin when a decimal number
should be divided by a decimal number? What is the place of the decimal point
in the quotient, and how can you reason the place? What is a difference in
division, if you will use another number system?

RESULTS

In the years 2007-2010 at the University of Lapland, there were altogether 268
elementary teacher students, and of them 220 participated in the start and end tests.

Table 1. The number of teacher students in different years.
2007 | 2008 | 2009 | 2010 | Altogether

The account group 12 13 20 12 57
The examination group 36 46 30 51 163

U-test showed that there were no statistical significant differences between different
years. Therefore, the student total for four years has been dealt with together.

Almost all participated students passed the course during the same year. Thus we
consider two groups of teacher students who were accomplishing the course with
different methods: the account group (N = 57) and the examination group (N = 163).

Solution frequencies

According to the tests (Figure 1), the differences between the groups in starting
situation were only a couple percentage units. In the three tasks, the differences were
deviating. In the first one (division of natural numbers), the start points of the
students were almost in the top, but in the third one (division of decimal numbers) the
corresponding mean value was under the half of the maximum value. In the second
task (reducing), the start points were between the other ones.

In all three tasks, the rise of the mean value in the test points was bigger in the
account group than in the examination group (Figure 1). According to the t-test, the
difference of mean values was only in the results of the third task statistically
significant (level .05; t =2.051; df = 218).
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The most common mistake in the first test was that in the third task, the quotient
obtained was divided by the expander. This mistake was very rare in the second test.
In the second test (division of decimal numbers), some students multiplied the divisor
and the dividend with different numbers before the division algorithm. For example,
in the task 2.618 : 0.14 the dividend was multiplied by 1000 and the divisor by 100.
Furthermore, some students had difficulties in multiplication tables, in some papers
were also the remainder divided by the divisor.

Figure 1. The mean values of the test scores in the start and end tests in 2007-2010 (the account
group N = 57 and the examination group N =163).
Comments on accounts

In writing accounts, students were first very careful, and discussed more mathematics
teaching in school than the topics dealt with in the course. They described their own
relationship to mathematics during the school time, and most of them had negative
memory pictures. They remembered learning-by-heart and fear before examination.
Therefore, accounts offered to some of them a released way to study, since they were
not in need to fear the examination. School received also much critics for constant
hurry and performance-centeredness.

Most of the accounts could be grouped into one of David Tall’s three worlds of
mathematics (cf. Gray & Tall 1993), as one can read in the following quotations:

(1) The embodied world:
[ figure minus numbers always with a thermometer” (Paul).
"The fourths are always easy to think with a pizza model” (Julia).

(2) The symbolic world:
“"Mathematics is full of rules, and every now and then I have a feeling that
there is no logic. However, they evidently have, but their understanding
will demand a deeper diving into the world of mathematics” (Julia).

(3) The formal world:
"Somebody asked why in dividing fractions one should change the place of
the numerator and the denumerator in the latter fraction” (Josh).
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In several accounts, it can be read that peaceful pondering and writing accounts has
cleared up the principles of the division algorithm. For example, it became clear to
Julia and Henry that the quotient is not allowed to be divided by the expander:

“For me it cleared up, among others, that if one divides with a decimal
number, the divider and the dividend can be expanded to integers, and that
after division one needs not to change the quotient. When I have once seen it,
the rule seems to be self-evident” (Julia).

“Also for myself it was important to notice that after division one should not
divide the quotient with the expander” (Henry).

In many comments it became clear that the writing of accounts encouraged students
to own thinking and discussions. Additionally, the writing of accounts was a
welcome alternative for an examination. For example, Anna wrote, as follows:

”I must say that the course has given more than I dared to expect ... Accounts
offered for our group of girls more opportunities to stop and think” (Anna).

DISCUSSIONS

It seems that, based on the results of the starting tests, the goals of the comprehensive
school curriculum (NBE 2004) have not been fulfilled in the case of good calculation
skills even in all of the best of the students. And there are severe gaps of calculation
skills of students in the elementary teacher education (e.g. Kaasila & al. 2010).

An explanation for the modest effect of traditional university teaching might be the
passive way of studying: Students are present in the lectures and small groups, and
they work on given tasks, but they are not initiatively trying to understand
mathematical rules, relations, principles and new perspectives. It seems that the
tradional teaching method (lectures, small groups, examination), at least in the case
of calculation skills, is wasting resources of students and teacher educators. From the
results of the activating teaching, one can reason that writing accounts will commit
students to ponder the principles of calculation algorithms. At the same time,
students’ mathematical thinking and calculation skills will develop.

In summary one can state that an activating teaching method seems to have many
advantages. The pondering of principles and the writing on them will produce more
effectively calculation skills than the traditional teaching with examinations. Division
as a complex basic calculation needs for routine learning much memory capacity.
Perhaps, therefore, a conceptual generalization and structural thinking (cf. Sfard
1994; Gray & Tall 1993) have an opportunity to show their power compared to
routine learning, especially in division. Through developing elementary teacher
students’ mathematical thinking, one can indirectly influence the quality of
mathematics teaching in the comprehensive school. Such a teaching method, based
on pondering, can be applied already in the elementary school, and thus promote
pupils’ mathematical thinking and calculation skills, as Ji-Eun (2007) has done.
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